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Dans toute la suite IK désigne un sous corps de C et E un IK-espace vectoriel.

Exercice 1 Soit IRY, muni de la loi interne & définie para & b = ab,Va, b € IR’
et de la loi externe ® telle que A ® a = a*,Va € R%,VA € R. Montrer que
E = (R}, ®, ®) est un IR-espace vectoriel.

Exercice 2 Déterminer lesquels des ensembles suivant sont des sous-espaces
vectoriels de R*:

Ei={(x,y2) eR}, x+y—z=x+y+z=0}

Ey = {(x,y,2) € R}x? — 22 = 0}.

Ez = {(x,y,2) € R3¢%e¥ = 0}.

Eqs={(x,y,2) € R} z(x? +y?) = 0}.

Exercice 3 Soit E = C'(R,R), et F = {f € E| f(0) = f'(0) = 0}. Montrer

que F est un sous-espace vectoriel de E et déterminer un supplémentaire de F
dans E.

Exercice 4 Soient dans IR® les trois vecteurs: u = (x,1,0,);v = (0,0,1) et
w = (1,y,1), x et y étant deux parametres réels.

Etudier selon x et y la dépendance et I'indépendance de la famille (u,v, w)
et donner dans chaque cas une base du sous espace de R® engendré par
{u,v,w}.

Exercice 5 Dans F (IR, R), les trois fonctions
X+ sinx, x+— sin2x, x+— sin3x,
sont-elles linéairement indépendantes ? Généraliser.

Exercice 6 Peut-on déterminer des réels x,y pour que le vecteur
v = (—2,x,v,3) appartienne au s.e.v. engendré dans R* par le systeme
(e1,e2)otie; = (1,-1,1,2) ete, = (—1,2,3,1) ?

Exercice 7 Dans R" (n € IN*) muni de sa structure de R-ev, on pose
e= (1,1,..,1) et

n
i=1

Montrer que H est un sous espace vectoriel de R” et que R" = R.e & H.

Exercice 8 Soit E le R-ev RR des applications de R vers IR.

1. Montrer l'application ¢ : E — R, f —— f(1) est une forme linéaire
surjective.

On pose H = ker(¢).

2. Détérminer toutes les applications linéaires de IR dans IR, et montrer que
leur ensemble est un sous espace vectoriel de E, on le notera D.

3. Montrer que E= H® D.

Exercice9 E = {(xn) ERN | Vi € N: X453 — Xpyo — Xpp1 + Xy = 0} . On
pose

Elz{(xn)E]R]N |Vn€]N:xn+1—|—xn:0}, et
E2:{(xn)GIR]N|Vn€]N:xn+2—2xn+1+xn:O}.

1. Montrer que E est un IR-ev et que E; et E; sont deux sous espaces vector-
iels de E

2. Montrer que E = E; @ E».

3. Donner une base Eq une base de E; et en déduire une base de E.

Exercice 10 Soit p un projecteur de Eet A € K\ {1}.
Montrer que Idg — Ap € GL(E).

Exercice 11 Soit f € L(E), montrer que

1. ker(f) = ker(f?) <= Im(f) Nker(f) = {0g} .
2. Im(f) = Im(f?) <= Im(f) + ker(f) = E.

Exercice 12 Soit f € L(E) telle que f2 — 5f + 6Idg = O, (g)- Montrer que

E =ker(f — 2Idg) @ ker(f — 31dg).



