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Exercice 1 En quels points la fonction f :IR—IR définie par :
VxeQ, f(x) =23, Vx e R—-Q, f(x) =0,
est-elle dérivable ?

Exercice 2 Soit n > 2 un entier fixé et f : RT = [0, +o0o[— R la fonction
définie par la formule suivante:

1+ x"

f(x):m, x> 0.

1. Montrer que f est dérivable sur R et calculer f'(x) pour x > 0.

2. En étudiant le signe de f’(x) sur R", montrer que f atteint un minimum
sur R" que ’on déterminera.

3. En déduire l'inégalité suivante:
(1+x)" <211 +4"), Vx e RY.
4. Montrer quesi x € R" ety € R alorsona
(x+y)" <27 +y").
Exercice 3 Soit f : R — IR une application de classe C! telle que:

Vxe]R:fof(x):g—k&

1. Montrerque:VxG]R:f(%+3) = @Jr&

2. En déduire que f’ est constante et déterminer f.

Exercice 4 On consideére la fonction f : R — IR définie par

e/t sit<0
0 sit>0

ft) =

1. Démontrer que f est dérivable sur IR, en particulier en t = 0.

2. Etudier I'existence de f”(0).

3. On veut montrer que pour ¢t < 0, la dérivée n-ieme de f s’écrit

£ ey = Pultd e

ol P, est un polyndme.

(a) Trouver P; et P;.

(b) Trouver une relation de récurrence entre P, 1, P, et P} pour n € IN*.

4. Montrer que f est de classe C*.

Exercice 5 Soit f une fonction continue et dérivable sur [a, +oo[ et telle que
lim f(x) = f(a). Montrer qu’il existe un élément ¢ dans ]a, +oo[ tel que
X—00

fl(e) =0.

Exercice 6 1. Par application du théoréme des accroissements finis a f(x) =
no1
Inx sur [n,n + 1] montrer que S, = 5 % tend vers l'infini quand # tend
k=1
vers l'infini.

2. Etant donné « dans ]0, 1], montrer que pour tout entier naturel n

o o
e~ DT
no1
En déduire la limite lim § —.
n—0o00 p=1 p“

Exercice 7 Soit f, g : [a,b] — IR deux fonctions continues sur [a,b] (a < b) et
dérivables sur |a, b[. On suppose que ¢’ (x) # 0 pour tout x €]a, b].

f(b) — f(a)
g(b) —g(a)

pour x € [a,b]. Montrer qu’il existe un nombre réel ¢ €|a, b[ tel que

1. Posons p = : et considérons la fonction h(x) = f(x) — pg(x)
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existe:

g (%)
2. En déduire que pour tout xg € |a, b tel que xhl‘gclo 7 ()

fO)—flx) _ . (%)

lim =—~—————~ = lim

=¥ g (x) —g(x) w0 g (1)
Application: Appliquer la régle de I'Hopital aux calculs des limites

(Regle de 'Hopital)

suivantes:
. 1 1 .
lim ( —— - = lim(1 — cos x)cotan x
x—0 \sin“x X x—
. cos(x*) —1 . Incosax
lim — i lim ———
x—0 xeX x—0 In cos bx

Exercice 8 Soit f : [a,b] — IR une application de classe C? et ¢ € ]a, b].

1. On suppose f(a) = f(b) = 0. Montrer qu'il existe d € ]a, b] tel que:
1
d
0= (e ay(c ).
(indication: considérer la fonction x — f(x) — A(x —a)(x — b), A bien choisi)
2. On revient au cas général. Montrer qu’il existe d € ]a, b| tel que:

f"(d)
2

b—c c—a

F(€) = o fla) + s () +

(c—a)(c—D).

b
3. Ecrire la formule avec ¢ = %. Commenter.

Exercice 9 Soit @ un nombre réel et f une application de classe C2 de ]a, +o0]
a valeurs dans IR. On suppose f’ et f” bornées ; on pose

My = sup |f(x)| et My = sup|f”(x)|.

x=>a x=>a
1. En appliquant la formule de Taylor en x et x + 2k, montrer que,

1

Vx>a,Yh>0:|f(x+h)| <hM2+h

M.

2. En déduire que f’ est bornée sur |a, +oo|.

3. Soit g :]0, +00[—TR une application de classe C? a dérivée seconde bornée
et telle que lim g(x) = 0. Montrer que lim ¢’(x) = 0.
X—00 X—00

Exercice 10 Soit f € C?(IR) telle que

V(x,y) € R? flx+y)f(x—y) < f(0)*
Montrer que Vx € R : f(x)f"(x) < f'(x)2.

Exercice 11 Soit f :R—R C? sur R telle que :

V(x,y) € R2 ;f(x;v> B

Montrer que f est convexe.

Exercice 12 Soit f une fonction C? sur IR convexe croissante et non constante.
Montrer que 1+im f = +oo.
o0

Exercice 13 Soit f :R—IR convexe majorée. Que dire de f ? Etsi f :RT —R?

Exercice 14 Soient x1,...,Xu, Y1,...,Yn > 0,s0it p > 1.

1. En écrivant (x; + y;)? = x(x; + yi)P~ ' + yi(x; + y;)P~!, montrer
I'inégalité de Minkowski :

=

(3 it y))? < (3 D+ (5

n
2. Soit (a,) une suite strictement positive, u, = 3 a% et v, =
k=1

|2

M=

k
Montrer que si (u#,) converge alors (v,,) aussi.



