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Exercice 1 Soit (1,) une suite de nombres réels .

1. On suppose limu, = +oco0 , montrer que {u, : n € IN} admet un plus
petit élément .

2. On suppose (u,) convergente , montrer que {u, : n € IN} admet un plus
petit élément ou un plus grand élément .

Exercice 2 Soit (u,) une suite réelle non majorée; montrer qu’elle admet une
sous suite qui tend vers +oo.

Exercice 3 Soit (1, ) une suite réelle telle que les trois sous suite (12, (U2,+1)
et (u3,) sont convergentes. Montrer que la suite (u,) est convergente.

Est ce qu’on a la méme conclusion si on suppose seulement la convergence des
deux sous suites (u2,) et (12,4+1)?

Exercice 4 Etant donné un réel x , on pose :

1 n
S E(kx),n>1.

unzi
2
=

Montrer que (u,) est convergente et donner sa limite.

Exercice 5 Soit (1) une suite bornée telle que :
Vn € N:2uy, < tyyq + Upy—1.

Montrer que (1,41 — uy,) est convergente.

Exercice 6 Montrer que la suite définie par

cosl cos2 cosn

S T T

est une suite de Cauchy. En déduire sa convergence.

Exercice 7 Une suite (x,) est définie par une relation de récurrence
Xp41 =asinx, +boua€]0,1] etb € R.

1. Montrer que
Vp € N : x40 — xp| < aP|xg — xol.

En déduire que la suite (x,) est une suite de Cauchy.

2. Combien de termes faut-il calculer pour obtenir une valeur approchée de
lim x, 4 1071% prés si on supposea = 1/2,b=5,xy =12

Exercice 8 Soient (u,) et (v,) deux suites a termes strictement positifs .

u
1. On suppose que lim Z—H = {, montrer que :

n
(@ ¢ <1=limu, =0.
(b) £>1=limu, = +oo.
2. Mémes questions que 1. avec lim {/u, = /.
3. Donner des exemplesducas ¢ = 1.
4. Montrer que si lim uZ—H = ( alors lim {/u, = £, et que la réciproque est
fausse . , !
application : lim - Ynn+1)...(n+n)?

Exercice 9 Soit une suite (u,) de nombres réels telle que
lim[n(uy4q —un)] = 1.
Montrer que lim u,, = +o0 .

Exercice 10 Soit une suite réelle (1, ). On pose pour tout n € IN*, on pose

UL +uy+...+uy
Un: n 7

on dit que (v,) est la moyenne de Cesaro de (uy).

1. On suppose dans cette question que u, > 0, pour tout n. Et on pose

1/1 1
Wy =——+.4+—).
n \u Up
On suppose que lim v, = v et lim w, = w. Montrer que vw > 1.

2. On suppose que limu;, = £ € R. Montrer que limv,, = /.

3. On suppose que (1,41 — Uy) — £ € R. Montrer que % — /.
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Exercice 11 Etudier la suite (u,) définie par une relation de recurrence, dans
chacun des cas suivants:

=1 uy =2 uy > 0
1. 1+u 2 0= 4 3 0 7
un+1:un+71+2i {un+1=~/1+un {Mn+1=2+1nun
n

Exercice 12 On définit les deux suites (u,) et (v,) par:

te(uy) = uy
7T T, et vy, = u, —nm, pour toutn € IN.
Uy, € |nm— E,nﬂ—l— 5

Montrer que (vy,) est convergente et donner sa limite.

Devoir Libre n-: 4

a rendre le 08 Novembre

Pour tout a # 0, on consideére la suite de nombres réels (1), . définie par la
relation de récurrence :
Up =4,
Vn € Ny 1 =ty +u
1. Etudier les variations de la fonction
. 2
frxr—x+x

et tracer son graphe ainsi que la droite (y = x) dans un repére orthonormé
(unité 2 cm).

2. Résoudre l'équation f(x) = x et préciser le points d’intersection de la
courbe de f avec la droite (y = x).

Partie I

Dans cette partie on suppose que a € |—1,0].

1. Montrer que la suite (u,),, est croissante et que Vn € IN : u, € |-1,0[.

2. En déduire que (u,),, est convergente et préciser sa limite.

3. Dans cette question, on note (v,),,cpy la suite définie par :

1
VnelN:v, = —.
u

n

(a) Calculer la valeur de la limite lirf (Unt1 — Un)-
n—-+0o0

(b) En utilisant le théoreme de Césaro, montrer que

li On li ( )
m — = lim (o0 — Uy .
n—+oo N n—+oo n+l "

Calculer alors lim nu,,.
n—-+o00

Partie I1

Dans cette partie on suppose que a € ]0, +oo].
1. Montrer que la suite (u,),, est strictement positive et croissante.
2. Montrer alors que lim (u,) = +oo0.
n—oo

Dans toute la suite, on définit la suite (vy,), . par:

Vne]N:vn:iln(un)

21’1

3. Prouver que Vn € IN :

1 1
Z)n_H—?Jn:Wln 1+1,{7 .

n

4. En déduire que la suite (v,),, est strictement croissante.

n

5. En utilisant le fait que la suite (u,),, est strictement croissante et la ques-
tion II.3 , montrer que

VnG]N*:O<vn—UO<1n<1+ul>
0

6. Conclure que la suite (v,),, est convergente.

n



