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Exercice 1 (Calcul dans un anneau commutatif) Soient A un anneau com-
mutatif, (n,p) € IN x IN" et (x1, x, ..., xp) € AF.

1. Etablir la formule dite du multinéme de Newton:

n! k
(x1 +XZ+...+Xp)n = k Tl kl xp” .
(kl,..,kP)GINV p-
k1+..+kp:}’l
elle généralise la formule du bindme
(1 +x Ekxx avech:ni!
1+ %) Z %2 " Rn—k)

2. Montrer que pour tout n € IN* et pour tout x € A tel que (1 + x) invers-
ible, on a:

n
S =(1+x)7".
k=0
3. Montrer que pour tout 4, b dans A, et pour toutn > 2 :

a"—b' = (a—0b) 5 a1 RbE.

Exercice 2 (Partie entiére) On note E(x) la partie entiere d'un réel x.
1. Montrer que V(x,n) € Rx Z: E(x +n) = E(x) 4+ n.
2. Montrer que V(x,y) € R* E(x) + E(y) < E(x+y) < E(x) + E(y) + 1.
3. Calculer E(x) + E(—x) pour x € R.

E(nx)

4. Montrer que Vn € IN* et Vx € R E(x) = E( ”

).

5. Montrer:

n—1 k
> 2y = ,
Vn>1VreR, Yy E(x—i—n) E(nx)

6. Démontrer que :

Vn € N*,E(vn+vVn+1) = E(v/4n +2).

Exercice 3 Montrer que pour tout entier n > 1, on a:

VAT - Vi< oo < i Vi1

\F

N

En déduire un encadrement de la somme z ,pour tout N > 1
=1

f

Exercice 4 Soient A et B deux parties non vides de R avec A bornée et B C A.
Comparer sup A, sup B, inf A et inf B.

Exercice 5 Soit A une partie majorée de R avecsup A > 0. Montrer qu’il existe
un élément de A strictement positif.

Exercice 6 Soient A et B deux parties non vides et bornées de R, a € A. On
note:

—A={—-x|xeA};
A+B={x=a+0b]|(ab) e AxB};
a+A={a+x|xecA}

AB={x=uab]| (a,b) € Ax B}

1. Montrer que sup (—A) = —inf A.

2. Montrer que : sup(A+ B) =sup A+ supB.

3. Montrer que sup (a + A) = a+sup A.

4. Si de plus A et B sont inclus dans IR , montrer que:

sup(AB) = sup Asup B.

Exercice 7 Soit A une partie bornée non vide de IR. Montrer que :
sup |x—y|=supA—infA.
(x,y)€ A2

Exercice 8 Soient A et B deux parties non vides et bornées de IR. Montrer que
A U B est bornée et déterminer sup AU B etinf AU B.
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Exercice 9 Déterminer (s'ils existent) : les majorants, les minorants, la borne
supérieure, la borne inférieure, le plus grand élément, le plus petit élément des
ensembles suivants :

0,1nQ, 10,10, N, {(—1)”+i, " e]N*}, {mn EN*}

Exercice 10 Soit .
I:{xelR—2<x+<2}.
2x
1. Montrer que [ est la réunion de deux intervalles.

2. Déterminer (sils existent) : les majorants, les minorants, la borne
supérieure, la borne inférieure, le plus grand élément, le plus petit élé-
ment de I.

Exercice 11 Soit E = {1 cosn | n € N*} ; calculer inf E et sup E.

Exercice 12 Soit A une partie majorée de R d’au moins deux éléments et x un
élément de A.

1. Montrer que si x < sup A, alors sup(A \ {x}) = sup A.
2. Montrer que si sup(A \ {x}) < sup 4, alors x = sup A.
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Exercice 13 Soit (i) une suite de nombres réels .

1. On suppose limu, = 400 , montrer que {u, : n € IN} admet un plus
petit élément .

2. On suppose (i) convergente , montrer que {u, : n € IN} admet un plus
petit élément ou un plus grand élément .

Exercice 14 Soit (a,-]-) une famille non vide et bornée de réels ; com-

parer:

(ij)elx]

inf(supa;;) avec sup(infa;;).
1 ] ] 1

Exercice 15 Pour une une suite de réels (u,),.p bornée, on définit les deux
suites (a,),cp et (bn), e PAT

an =sup{uy | p=n} etb, =inf{u, | p >n}.

1
1. Dans cette question, on suppose que u, = P +(=1)".

(a) Calculer dans ce cas ay et by,.

(b) Calculer limay, et limb,, .

2. Dans le cas général, étudier les monotonies des suites (a,) et (by) .

3. Montrer que les suites (a,) et (b,) sont bornées et comparer alors

a=inf{a, | n € N} et 3 =sup {b, | n € N}.

4. Montrer qu’il existe une application ¢ : IN — IN strictement croissante

telleque lim u =a.
n—-+o00

o(n)



