
Médiane Sup. CPGE Oujda. Travaux Dirigés de Mathématiques – Feuille 18 – MPSI
c
 B. Seddoug

Dans toute la suite IK désigne un sous corps de C et E un IK-espace vectoriel.

Exercice 1 Soit IR�+ muni de la loi interne � définie par a� b = ab, 8a, b 2 IR�+
et de la loi externe 
 telle que λ 
 a = aλ , 8a 2 IR�+, 8λ 2 IR. Montrer que
E = (IR�+,�,
) est un IR-espace vectoriel.

Exercice 2 Soit E = C1(IR, IR), et F = f f 2 E j f (0) = f 0(0) = 0g. Montrer
que F est un sous-espace vectoriel de E et déterminer un supplémentaire de F
dans E.

Exercice 3 Dans F (IR, IR), les trois fonctions

x 7! sin x, x 7! sin 2x, x 7! sin 3x,

sont-elles linéairement indépendantes ? Généraliser.

Exercice 4 Si L, M, N sont trois sous-espaces vectoriels de E, a-t-on :

L \ (M+ N) = L \ M+ L \ N ?

Exercice 5 Soit E = C1(IR, IR) et F = f f 2 E j f (0) = f 0(0) = 0g. Montrer que
F est un sous-espace vectoriel de E et déterminer un supplémentaire de F.

Exercice 6 Dans IRn (n 2 IN�) muni de sa structure de IR-ev, on pose
e = (1, 1, ..., 1) et

H =

(
(x1, x2, ..., xn) 2 IRn j

n

∑
i=1

xi = 0

)
.

Montrer que H est un sous espace vectoriel de IRn et que IRn = IR.e� H.

Exercice 7 Soit E le IR-ev IRIR des applications de IR vers IR.

1. Montrer l’application ϕ : E �! IR, f 7�! f (1) est une forme linéaire
surjective.

On pose H = ker(ϕ).

2. Détérminer toutes les applications linéaires de IR dans IR, et montrer que
leur ensemble est un sous espace vectoriel de E, on le notera D.

3. Montrer que E = H � D.

Exercice 8 E =
n
(xn) 2 IRIN j 8n 2 IN : xn+3 � xn+2 � xn+1 + xn = 0

o
. On

pose

E1 =
n
(xn) 2 IRIN j 8n 2 IN : xn+1 + xn = 0

o
, et

E2 =
n
(xn) 2 IRIN j 8n 2 IN : xn+2 � 2xn+1 + xn = 0

o
.

1. Montrer que E est un IR-ev et que E1 et E2 sont deux sous espaces vector-
iels de E

2. Montrer que E = E1 � E2.

3. Donner une base E1 une base de E2 et en déduire une base de E.

Exercice 9 Soient U, V, W des s.e.v. d’un e.v. E, vérifiant

U \V = f0g = (U +V) \W. (I)

1. Démontrer que V \W = f0g = U \ (V +W).

2. Montrer que (I) équivaut à

(8x 2 U +V +W)(9!(u, v, w) 2 U �V �W)(x = u+ v+ w). (I I)

Exercice 10 Soit

E = f(un)n2IN 2 IRIN j (un)n converge g.

Montrer que l’ensemble des suites constantes et l’ensemble des suites conver-
geant vers 0 sont des sous-espaces supplémentaires de E.

Exercice 11 Soit f 2 L(E) telle que 8x 2 E, (x, f (x)) liée. Montrer que f est
une homothétie.

Exercice 12 Soit f 2 L(E) telle que f 2 � 5 f + 6IdE = 0L(E). Montrer que

E = ker( f � 2IdE)� ker( f � 3IdE).

Exercice 13 Soit p un projecteur de E et λ 2 IKn f1g . Montrer que IdE � λp 2
GL(E).

Exercice 14 Soit f 2 L(E), montrer que

1. ker( f ) = ker( f 2)() Im( f ) \ ker( f ) = f0Eg .

2. Im( f ) = Im( f 2)() Im( f ) + ker( f ) = E.


