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Dans toute la suite K désigne un sous corps de C et E un IK-espace vectoriel.

Exercice 1 Soit R’ muni de la loi interne & définie para @ b = ab,Va, b € R*,.
et de la loi externe ® telle que A ® a = a*,Va € R%,VA € R. Montrer que
E = (R}, &, ®) est un R-espace vectoriel.

Exercice 2 Soit E = C!'(R,R), et F = {f € E| f(0) = f/(0) = 0}. Montrer
que F est un sous-espace vectoriel de E et déterminer un supplémentaire de F
dans E.

Exercice 3 Dans F (IR, R), les trois fonctions
X —sinx, xrsin2x, x~— sin3x,
sont-elles linéairement indépendantes ? Généraliser.
Exercice 4 Si L, M, N sont trois sous-espaces vectoriels de E, a-t-on :
LN(M+N)=LNM+LNN?

Exercice 5 Soit E = C!(R,IR) et F = {f € E | f(0) = f'(0) = 0}. Montrer que
F est un sous-espace vectoriel de E et déterminer un supplémentaire de F.

Exercice 6 Dans R" (n € IN*) muni de sa structure de R-ev, on pose
e= (1,1,..,1)et

i=1

n
H: {(xllXZI"'/xn) 6 Ri’l | Z xl g 0} .

Montrer que H est un sous espace vectoriel de R" et que R" = R.e © H.

Exercice 7 Soit E le R-ev RR des applications de R vers R.

1. Montrer 'application ¢ : E — R, f —— f(1) est une forme linéaire
surjective.

On pose H = ker(¢).

2. Détérminer toutes les applications linéaires de IR dans IR, et montrer que
leur ensemble est un sous espace vectoriel de E, on le notera D.

3. Montrer que E = H® D.

Exercice 8 E = {(xn) ERN | Vn € N: x5 — Xpyo — Xpp1 + X = 0} . On
pose

Elz{(xn)elR]N|Vl’l€]N:Xn+1+xn:()},et
EZI{(Xn)EIR]N|V7’16N1xn+2*2xn+1+xn:0}‘

1. Montrer que E est un IR-ev et que E; et E; sont deux sous espaces vector-
iels de E

2. Montrer que E = E; @ E».

3. Donner une base E; une base de E, et en déduire une base de E.

Exercice 9 Soient U, V, W des s.e.v. d'un e.v. E, vérifiant
unv={0}=U+V)nW. (I
1. Démontrer que VNW = {0} = U N (V+W).
2. Montrer que (I) équivaut a
(VxeU+V+W)(3A(u,v,w) eUXxVxW)(x=u+v+w). ()
Exercice 10 Soit
E = {(tn)nen € RN | (1), converge }.

Montrer que I'ensemble des suites constantes et I'ensemble des suites conver-
geant vers 0 sont des sous-espaces supplémentaires de E.

Exercice 11 Soit f € L(E) telle que Vx € E, (x, f(x)) liée. Montrer que f est
une homothétie.

Exercice 12 Soit f € L(E) telle que f* — 5f + 6Idg = 0 (g). Montrer que
E = ker(f —2Idg) ® ker(f — 31dE).

Exercice 13 Soit p un projecteur de E et A € K\ {1} . Montrer que Idg — Ap €
GL(E).

Exercice 14 Soit f € L(E), montrer que

1. ker(f) = ker(f?) <= Im(f) Nker(f) = {0g} .
2. Im(f) = Im(f?) <= Im(f) + ker(f) = E.



