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Exercice1 1. Par application du théoreme des accroissements finis a f(x) =
In x sur [, n + 1] montrer que S, = % % tend vers l'infini quand # tend
vers l'infini. !

2. Etant donné a dans ]0, 1], montrer que pour tout entier naturel 1

o x
(n+1)l-«

En déduire la limite lim g i
n—00 y=1 p“

>n+1)*—n*> o

Exercice 2 Soit f € C®(IR,R) telle que V1 € IN, f(V)(0) = 0 et f(") est bornée

sur IR avec
n!

an

wup || = oG5

a constante fixée. Montrer que Vx € [—a,a], f(x) = 0, puis que f = 0.
Exercice 3 Soit f € C2(R) telle que

V(x,y) € R? flx+y)f(x —y) < f(0)*
Montrer que Vx € R : f(x)f"(x) < f'(x)2.

Exercice 4 Soit f, g : [a,b] — R deux fonctions continues sur [a,b] (2 < b) et
dérivables sur |a, b[. On suppose que g’'(x) # 0 pour tout x €]a, b.

f(b) — f(a)

2. Posons p = 2(b) —g(a) et considérons la fonction h(x) = f(x) — pg(x)
pour x € [a,b]. Montrer qu’il existe un nombre réel ¢ €]a, b[ tel que
fl@) ~£0) _ fe)
gla)—g(b)  g'lc)

Exercice 5 Appliquer la régle de I’'Hopital aux calculs des limites suivantes:

1. Montrer que g(x) # g(a) pour tout x €]a, b|.

1 1
lim (2 - 2) lim(1 — cos x)cotan x
x—0 \ sin“ x X x—0

. cos(x*) —1 . Incosax
lim ———"— lim ———
x—0 xex x—0 In cos bx

Exercice 6 Soit 2 un nombre réel et f une application de classe C? de ]a, +o0|
a valeurs dans IR. On suppose f’ et f” bornées ; on pose My = sup |f(x)| et

x=a
M, = sup |f"(x)].

x=a

1. En appliquant la formule de Taylor en x et x 4 2, montrer que,

Vx>a,Vh>0:|f(x+h)] <hM2+%MO.

2. En déduire que f’ est bornée sur ]a, +o0|.
3. Soit g :]0, +00[—TR une application de classe C? a dérivée seconde bornée

) = ANTRN
et telle que xh_}rgo g(x) = 0. Montrer que xhj&g (x) =0.

Exercice 7 Soit f une fonction C? sur IR convexe croissante et non constante.
Montrer que lim f = +o0.
+o0

Exercice 8 Soit f :R—IR convexe majorée. Que dire de f ? Etsi f :RT —R?

Exercice 9 Soient xq,...,Xu, Y1,...,Yn > 0,s0it p > 1.

1. En écrivant (x; + ;)7 = xi(x; + yi)P~' + yi(x; + y;)P~!, montrer
I'inégalité de Minkowski :

n

" 1 1 1
(Y i+ u)P)r < (3 )7+ (5 )
i=1 =1 i=1
: . . g n 2 n ﬂk
2. Soit (a,) une suite strictement positive, u, = 3y agetv, = ¥ e
k=1 k=1

Montrer que si (u#,) converge alors (v,,) aussi.

Exercice 10 Soit f :IR—IR C? sur RR telle que :

V(x,y) e]Rz:f(’Hz'y> < f(X)erf(y)'

Montrer que f est convexe.



