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Exercice 1 Soit f : IR ! IR+ continue telle que f (0) = 1, lim
�1 f = 0

et lim
+1 f = 0.

1. Montrer qu’il existe a > 0 tel que si jxj > a alors f (x) 6 1
2 .

2. Montrer que f est bornée et possède un maximum.

Exercice 2 Soient f et g deux fonctions définies sur IR+ telles que

8x 2 IR+ g(x) > 0 et lim
x!1 f (x)

g(x)
= L 6= 0.

1. Montrer que
lim

x!1 f (x) = 0 , lim
x!1 g(x) = 0.

2. Montrer que si L > 0,

lim
x!1 f (x) = 1, lim

x!1 g(x) = 1.

Exercice 3 Soit x 2 IR+, on définit (un(x))n et (vn(x))n par :8>>><>>>:
u0(x) = 1, v0(x) = x,

8n 2 IN,

8><>:
un+1(x) =

un(x) + vn(x)
2

,

vn+1(x) =
p

un(x)vn(x)

1. Montrer que ces deux suites convergent vers une même limite `x.

2. Soit f : IR+ ! IR définie par: f (x) = `x. Calculer f (1), f (0), donner f (
1
x
)

en fonction de f (x) si x > 0. Montrer que f est croissante, en déduire le

sens de variations de x ! f (x)
x

.

3. Montrer que f est dérivable en 1 (on utilisera
p

x 6 f (x) 6 1+ x
2

) puis

que limx!1 f (x) = +1.

4. Montrer que f est continue sur IR+�, puis que f est continue en 0.

5. Donner l’allure du graphe de f , préciser la tangente en 0 ainsi que le com-
portement asymptotique en +1.

Exercice 4 Soit n 2 IN�, x 6= 0, on définit :

un(x) =
�

1x + 2x + ...+ nx

n

� 1
x

.

Déterminer `n = lim
x!0

un(x).

Exercice 5 Soit f : [0, 1]! [0, 1] continue. Montrer que :

8n 2 IN�, 9an 2 [0, 1], f (an) = an
n.

On suppose f strictement décroissante. Montrer que an est unique et étudier
la suite (an)n2IN� .

Exercice 6 Soit f : [0, 1] !IR une application continue strictement croissante
telle que :

f (0) = 0, f (1) = 1.

Calculer :

lim
n!+1

Z 1

0
f n(t)dt.

Exercice 7 Soit (a, b) 2IR2 (a < b), et f continue positive de [a, b] dans IR.
Montrer que

lim
n!1

�Z b

a
f n(t)dt

� 1
n

= sup
t2[a,b]

j f (t)j .

Exercice 8 Soit f : [0, 1]!IR une application continue ; calculer :

lim
n!1

Z 1

0
nxn f (x)dx.

Exercice 9 Pour tout n 2 IN, on note fn(x) =
xne�x

n!
.

1. Etudier la fonction fn sur [0,+1[ et déterminer sup
x2[0,+1[ fn(x).

2. Montrer que lim
n!+1 sup

x2[0,+1[ fn(x) = 0.

Exercice 10 Soit f : IR+ ! IR dérivable telle que lim
+1 f 0 = l. Montrer qu’alors

lim
+1 f (x)

x
= l.


