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Dans toute la suite K désigne un sous corps de C et E un IK-espace vectoriel.
Exercice 1 Dans F (IR, R), les trois fonctions
X+—sinx, Xx+— sin2x, x— sin3x,
sont-elles linéairement indépendantes ? Généraliser.
Exercice 2 Soit
E = {(ttn)nen € RN | (1), converge }.

Montrer que I'ensemble des suites constantes et I’ensemble des suites conver-
geant vers 0 sont des sous-espaces supplémentaires de E.

Exercice3 E = {(xn) ERN | Vn € IN:x,03 — Xppo — Xpa1 + X = O} . On
pose

E1={(xn)ERN|VnE]I\I:an+xn:0},et
Ez:{(xn)E]RIN|Vne]N:xn+2—2xn+1+xn:0}'

1. Montrer que E est un IR-ev et que E; et E; sont deux sous espaces vector-
iels de E

2. Montrer que E = E; @ Es.

3. Donner une base E; une base de E; et en déduire une base de E.

Exercice 4 Soit f € L(E) telle que Vx € E,(x, f(x)) liée. Montrer que f est
une homothétie.

Exercice 5 Soit f € L(E) telle que f2 —5f + 6Idg = 0, (g)- Montrer que
E = ker(f — 2Idg) ® ker(f — 31dg).

Exercice 6 Soit p un projecteur de E et A € K\ {1} . Montrer que Idg — Ap €
GL(E).

Exercice 7 Soit f € L(E), montrer que

1. ker(f) = ker(f?) <= Im(f) Nker(f) = {0g}.
2. Im(f) = Im(f?) <= Im(f) + ker(f) = E.

Exercice 8 Soit E de dimension finie et f € £(E). Montrer 1'équivalence des
trois propriétés :

(a) ker f = ker f2.
(b) Im f = Im f2.

(c) E=kerf®Imf.

Exercice 9 Soit U un sous-espace vectoriel de E, et
A={feL(E)|UC ker(f)}.

Montrer que A est un sous-espace vectoriel de L(E). Si dim E = n, quelle est
la dimension de A ?

Exercice 10 Soit f € L(E) nilpotente et n = dim E. On note ¢ € IN* l'indice
de nilpotence de f, i.e.:

g=inf{j € N* | f/ = 0}.

1. Montrer que : 3xg € E tel que {xg, f(x0), ..., f17 (%)} soit libre. En dé-
duire g < n.

2. Soit r = dim ker(f). Montrer que r > 0 et que

<g<n+1-—r

S|

ind: Im(f) C ker f1! et fiker o1 est nilpotente d’indice g — 1 (si g > 1)
. Donc dimE = r + dimIm f < r+ dimker f1-! et ker f C ker f7-! (si
qg>1).
Exercice 11 Soit E = C'(R,R), et F = {f € E| f(0) = f/(0) = 0}. Montrer
que F est un sous-espace vectoriel de E et déterminer un supplémentaire de F
dans E.

Exercice 12 Dans R” (n € IN*) muni de sa structure de IR-ev, on pose
e= (1,1,..,1) et

n
i=1

Montrer que H est un sous espace vectoriel de R” et que R" = R.e & H.

Exercice 13 Soit E le R-ev RR des applications de R vers R.
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1. Montrer 'application ¢ : E — IR, f —— f(1) est une forme linéaire 4 . Montrer que f(E1) = Eq, f(Ey) = E; etque E=E; ®E;.
surjective.
On pose H = ker(¢). 5 . Montrer que E; = ker (f — Idg) et E; = ker {(f — ZIdE)z} .
2. Détérminer toutes les applications linéa.ires de R dans R, et montrer que 6 . Déduire des deux questions précédentes que
leur ensemble est un sous espace vectoriel de E, on le notera D.
(f — Idg) o (f —2Idg)* = (f — 2Idg)* o (f — Idg) = 0. 1)

3. Montrer que E = H® D.

Probléme

Dans tout le probleme E désigne un IR—espace vectoriel .

Idg désigne l'identité de E et 0. (g) ou simplement 0 I'application nulle de E
dans E .

Si g € L(E) et F un sous espace vectoriel de E , on dira que F est stable par g
si g(F) C F. On appelle commutant de g I’ensemble:

C(g)={f€L(E)|fog=gof}.

1 . Montrer que C(g) est un sous espace vectoriel de L(E) .

Partie I
Dans cette partie et la suivante E = IR>. On considére ’application :
f: R} — R®
(x,y,2) — (x =2y —z,2y,y+2z).

2 . Montrer que l'application f est linéaire.

3 . Déterminer une base B = (u1, u, u3) de R?® pour laquelle on a:

flur) =
fuz) = 2up
f(uz) = uz +2u3

Dans la suite de cette partie on note
Ey = vect (u1) et Ep = wvect (up, uz) .

Méme si vous n’arrivez pas a déterminer la base B vous pouvez tout de
méme répondre aux questions suivantes .

Partie II
Dans cette partie, on se propose de déterminer le commutant C (f) de f.
7 . Déterminer deux polynomes P et Q tels que:

(X=1)P(X)+ (X —2)2Q(X) =1 avec deg(P) <2 et deg(Q) < 1.

Pour la suite de cette partie, on note p; la projection sur E; parallélement a
E, et p, la projection sur E, parallélement a E; .

8 . Montrer que p1 + pp = Idg et que pjopy =prop1 =0.

9 . Montrer que p; = (f — 2Idg)? 0 Q(f) et pa = (f — Idg) o P(f).

10 . Onnoted = py +2pp = Idg + py . En calculant d (u1) , d (up) etd (u3) ,
montrer que d est bijective et déterminer d ! .

11 . Soit g = f — d. Calculer g2 (u1) , g% (u2) et g% (u3)
et déduire ¢2.

12 . Dans cette question, on veut montrer que
C(f)=c@nc).
1. Montrer que C(g)NC(d) C C(f).
2. Soith € C (f) .

(a) Montrer que E; et E, sont stables par /1 .
(b) Montrer alors que & commute avec p; et avec p .
(c) En déduire queh € C (d) etqueh € C(g) .

3. Conclure.



