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Exercice 1

Exercice 2 Etudier la nature des séries:

3" In(n)

z4”—i—l z n2

n3 (71);1
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Exercice 3 Méme question avec les séries de terme général

00 (—l)k XM '
zk; s zm,x,y eR
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Exercice 4 Méme question avec les séries de terme général

wy =

Uy = /ZH#dt Uy = L In
e 14Vt "1+ ¥24 .+ n
Exercice 5 On définit la suite (x,,) par:
Xg = 0

Xp+1
Xn4+1 = 5

etonposeVn € N, u, =1 — xy.
Etudier la suite (x;,) et déterminer la nature de la série Zun .

Exercice 6 Quel est le domaine de définition de la fonction définie par
—nx

ﬂ@i;%ﬂ?

(="

E ice7 P >0 =
xercice our n an o

n
Ecrire a, , puis S;, = Z ay , sous forme d’une intégrale simple. En déduire que
k=0

11
a, a pour somme —dt.
2 ap /0 1+t
Calculer cette somme.

Exercice 8 Soit Zan une série de R** divergente et (S,) la suite de ses

sommes partielles. On note u, = et v

n )
Sy T2
Etudier la nature des séries 5 n, et Y vy.

00 (_1)n+1
Exercice 9 On définit f par f(x) = ) —r

n=1
Trouver le domaine de définition de f. Déterminer la limite en +oo de f(x).
Calculer f(1).

Exercice 10 La suite (u,) est définie par :

ug >0 et
Vn € N : w11 = 4 arctan(uy).

On pose v, = 2"uy,.

1. Calculer lim u,,

1 2
2. Montrer u, ;1 = Eun(l - L;—” +o0(u2)).
P . 1 4 _ 1
3. Donner un équivalent simple de ——— — — puisde — — —
un+l U Un+1 Ui
4. Montrer que la suite (v,) converge vers un réel A > 0 et que
A A3 1
tn = o + gz TG )
. . L . 1 1
Exercice 11 Etudier la nature de la série de terme général (1+ 5 +..+ Z)"‘x".

Calculer la somme dansle cas o = 1.

Exercice 12 Etudier le produit des séries an et z yn dans les cas suivants

Xn = Yn = (?/%)n Xn = Yn = 7(_2)’1

Exercice 13 Déterminer les rayons de convergence de la série entiére ¥ a,z" si

L n?+1
ap =n a, = In(n) a”:ZE Iy = ———
) n!
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Regle de Raabe-Duhamel

Partie A :

Soit (11y)n=n, une suite de réels strictement positifs telle qu'il existe un réel A

vérifiant :
u A 1
Vn = ny, ntl :1—+0(>
Uy n n

1 . Prouver quesi A < 0, alors la série 5 u, diverge.

1
2 . Soit 3 un réel quelconque et v, = = Montrer que
n

Unt1 _Owi1 _ K (1
Uy Uy n n

ol i est un réel, indépendant de 1, a déterminer.

3 . On suppose que A > 1. On se propose de démontrer que la série 5 uj,
converge. On choisit 3 tel que A > 3 > 1.

1. Justifier I'existence d’un entier naturel N tel que,

u (Y
N:ﬂgﬂ'
un Un

Vn

WV

2. En déduire que u, = O(vy,) puis que la série ¥ u, converge.

4 . Onsuppose que 0 < A < 1. Démontrer par un raisonnement analogue a
celui fait a la question précédente que la série  u, diverge.

1 1
5. Pourn > 2,onpose x, = — ety, = —————. Déterminer la nature des
P n g St n(ln (n))?2

séries § x, et 5 y, et en déduire que le cas A = 1 est un cas douteux de la regle
de Raabe-Duhamel.

Partie B. Applications

Les trois questions qui suivent sont indépendantes les unes des autres et sont
des applications directes ou partielles de la regle de Raabe-Duhamel.

6 . Pourn > 2, onpose

n—1 1
wy =4/ (n—1)! [ sin <>
SR RN
Déterminer la nature de la série 3 wy,.

+o0 dat
7 . Pourn > 1, on considere 'intégrale généralisée / —_—
- grake s 0o (tA41)n

1. Montrer que cette intégrale généralisée converge. On note I, sa valeur.
2. Etablir que I,, = 4n(l;, — I;41).

3. En déduire la nature de la série § I,.

8 . Soit o un réel donné n’appartenant pas a ’ensemble des entiers naturels.
On pose

-1 -2)...(a— 1 tx
ap=1;Vn>1, a, = o —1)(a n)' (x—n+1) ;S(x) =Y anx"
: n=0

1. Indiquer (sans démonstration) le rayon de convergence R de la série en-
tiere ¥ a,x", et pour x €] — R, R, la valeur de S(x).

2. Utiliser la regle de Raabe-Duhamel pour montrer que la série ¥ a, est ab-
solument convergente si et seulement si o« > 0.

3. Montrer que si « > 0, S est continue sur [—R, R] et établir que
+00 +00
z Ay = 20C et z (—1)”&,1 - 0
n=0 n=0

4. Montrer que si « < —1, la série ¥ a, diverge.
5. On suppose que —1 < o < 0.
(a) Prouver que lim In(|a,|) = —oo.
n—+oo
(b) Montrer que la série  a, converge.

+o00
(c) Calculer 5 ay.
n=0



