Oraux CCP

Planchel 1)SoitaeR etn>2.
a) Montrer quep(P)(X) = (X —a)(P'(X)— P'(a))— 2(P(X)— P(a)) définit un endomorphisme
de R, [X].
b) A l'aide de la formule de Taylor, déterminenmiage et le noyau deé .

c) Trouver ses éléments propres. L’endomorphisrizé ésgonalisable ?
1) Résoudre I'équation différentielle” +1y' +y=12"+e".

) a) La linéarité estimmédiate et sans peileg (P ))<n pour PR [X].

L, p® (a) ’ - k)(a) k-1 ;
b) On aP(X) :kz; oy (X—a)', P (X)_kz; = 1)|( —a)" puis
n (k) (k) (k)
oP)X) =) T X —a)t =2 T o) =3 - 2D (K- - 2P ) ),

Pckerg< P'(a)=0etV3<k< n,P(’“’ (a): 0. Ainsi kerq/): Vect(l,(X—a F)
Pelmg¢ = P(a)=P"(a)=0. Im¢p= (X —a)’R, ,[X]|+ Vect(X —a).
0=\P(a)
c) ¢(P)=AP < {—2P'(a)=\P'(a) :
(k—2)P" (a)=AP" (a) pourk €{ 2,.. n}

Cette équation posséde une solution non nulld ssD, A=—2 pour A\=%k—2 aveck € {2 n} .
Ainsi Sp@)={-2,0,1.. n— 2.
E_,(¢)=Vect(X —a), E,(¢)=kerp, E, ,(¢)=Vect(X —a) pourke{3...,n}.

La somme des dimensions des sous-espaces propiediveR | [X} : 'endomorphisme est diagonalisable.
Aco \@E Si & .
2 2

Planche2 1) Soit © un endomorphisme de matrice dans une base orthonormale d’'un espace euclilien
Montrer I'équivalence entre les propriétés suivante

i) u estorthogonal, (iJAA=1 et (i) A estinversibleetd™*="'A4.
(i) g .

) Solution généraley(z) = 2> — 2z + ;e +e 2

II) Soit ne N, n>2 et f I'application deR dansR définie parf(z) = z" sin{l] siz=0 et
xT

f(0)=o0.
a) Montrer quef est dérivable suR .
b) f admet-elle un développement limité en 0 ? si ayuiél ordre maximal ?

) (il) < (iii) en vertu du théoréme d’inversibilité des megs carrées.

u est orthogonak= Vz,y € B, (u(z) |lul))= @ |y).

Or (u(x) |u@))= (u" (u(z)) |y) doncwu est orthogonaks Va,y € E, (" (u(z))—z |y)= 0

Or seul le vecteur nul est orthogonal a tout adnec v est orthogonaks Vz € E,u" cu(z) =z .

Or ‘A4 estla matrice de’ ou doncu est orthogonal sSUA=1, .

I) a) f est évidemment dérivable en taut R* et aussi dérivable en 0 avgf(0) =0

b) f admet pour DL limité a I'ordres —1 : f(z) =o(z" ).

Si f admet unDL, (0) celui-ci serait de la form¢(z) = az" + o(z") ce qui entraine qusin(¥z ) admet une
limite finie en O ce qui est notoirement faux.




Planche3 [) Soit B=(e,,...,¢,) une base orthonormale d’'un espace vectdriele dimensiom . On note
P la matrice deu, endomorphisme, daris .
Montrer queu est orthogonaks ‘PP =1 < P estinversible etP = P*.

II) Soit f:[0,+oo[—> R décroissante et continue et telle qﬁ)éxf(m)dm converge.

a) Montrer quef est positive et qug¢ tend vers 0 enroco .
Nh (N-1)h

b) Vh>0, montrer queh _ f(nh) gj;N}’f(m)dmgh > f(nh).

n=1

+00 00
c) Montrer que la série de terme généf@lh) converge puis qu{jf(nh) N%f; f(x)dx

n=0

guandh — 0" .

I) La derniere équivalence provient du théorémpweisibilité des matrices carrées.
u est orthogonak= Vz,y € E,(u(x) |uy))= @ |y).

Or (u(z) |u®))= (" (u(z))|y) doncwu estorthogonats Vz,y € E, (u* (u(x))—x |y)= 0.
Or seul le vecteur nul est orthogonal a tout adidnec « est orthogonak= Vz € E,u" ou(z) =z .

Or ‘PP estla matrice de’ ou doncu est orthogonal ssiPP =1, .
Il) a) f admet une limite eA-co car elle est décroissante. Cette limite ne peatifinie ou finie non nulle
donc f tend vers 0 er-co et puisqu’elle est décroissante elle est positive.

b) f étant décroissantéf((n +1)h) < f;nﬂ)hf(t)dt < hf (nh). Il suffit de sommer pour. € {0,...,N —1}.
C) f:f(nh) g%j;mf(a:)dxgzlj:mf(x)dx et f(nh) >0 donc Zf(nh) converge.

+00 0 +00
En passant & la limite quand — +oo I'encadrement du b) b  f(nh) < j: f@)dz <hY " f(nh)
n=1 n=0

donc fo  fr)dz < hff F(nh) < j; " f(@)da + hf(0).

n=0

. . . +OC +OC
A la limite quandh — 0 : h; F(nh) — fo f(z)dz .

Planche4 1) Etudier la courbe d'équation polaige= 2,/cos(? ).
II) Montrer que f(z) = arctan(}+x | est développable en série entiére au voisina@eadelonner
son rayon de convergence. Calculer cette sérierenti

I) Classiqguement une lemniscate de Bernoulli.

N 1
) f(I)_1+(1+m)2_m2+ 2+ 2

développables en série entiére et les rayons deepgence des séries entiéres correspondantesgaant. €

est une fraction rationnelle dont 0 n’est pas pidlec ' puis f sont

1]/2;’128[2]"“[1]
P +254+2 z+1-4 z+ 1+ T+ 14 z+ i)

+00 ( )
—;L .:11‘ 1:1: = (1( ;;Hx” avec un rayon de convergenRe:x/E.
T —1 —1 = —1)
1_’_7 n=0
1—4

. o e Ry
Commel—i=+2 " ona—————=S"——4 " puis f(z) ==+ ——24 " avec

x°+ 27 + 2 Z; PRl puis f(z) 4 S (n+12mvr

R=A2.

X
2

Planche5 1) Résoudre sufl,+oo| I'équation différentielley’ — V= 2z .

I1) Montrer que dansR® euclidien :a A (bAc)=(a|c)b—(a |b)e . (on pourra utiliser les



coordonnées de,b,c dans une base ou elles comportent un maximum de 0)
Trouver les valeurs propres et vecteurs propreg(de=a A (a Az) oU a est un vecteur unitaire
puis reconnaitref .

) Solution généraley(z) = OV o —1+ 2(x* —1).

II) Soit » un vecteur unitaire tel quec Vectu et v un vecteur unitaire orthogonahatel queb € Vect(u,v).

Il suffit ensuite de travailler dan@:,v,u Av).

Soitz=0.

f@= AN +Dz=(@|z).

Si z est orthogonal @ alorsz est vecteur propre associé a la valeur prepte

Sinon z est vecteur propre ssi est colinéaire & . Or f(a) =0 donca, puis z , est vecteur propre associé a

la valeur propre 0.
On reconnait erf I'opposé de la projection orthogonale sur le mlarvecteur normad .

Planche6 1) Résoudre sufl,+oc| I'équation différentielley’ — f V= 2z .

1) Soit (a,,...,a, ,)€C"™*.

0 -~ 0 g
a) Quel est le rang dd € M, (C) définie pard = 0 O a: ?
n—1
al T anfl 0

b) Avec la trace, que peut-on dire des valeursnep
c) A est-elle diagonalisable ?

) Solution généraley(z) = Cv2* —1+ 2(x* —1).
II)a) rg(A)=0sia =...=a, ;=0 etrg(4)= 2 sinon.

b) La somme des valeurs propres est nulle.
c) En développant le déterminant selon la derriétenne puis en développant les mineurs obtenos $elir

k ®™ colonne, on obtienk, = (—1)" X" 2(X2— (a2 +---+a>,)).
Sia’+--+a’,=0 alors A admet deux valeurs propres opposées non nul@petr valeur propre d’espace

propre de dimensiom —2 donc A est diagonalisable.
Si a +---+a?,=0 alors 0 est la seule valeur propredieet A est diagonalisable ssi =0 i.e.

4=..=a, ,=0.

o0 2
Planche7 1) Calcul dez%nnﬂ.
n=0

II) Dessinerp = a(1+ cod ).

. X, 5 P —2z—1 1 .
[) On evaIueE (n® +3n +z" ZW enz =2 On obtientl4.
n=0 T —

II) C’est une cardioide.

0 a ¢
Planche8 I) Soita,b,ceR etM=|b 0 c¢|. M est-elle diagonalisable dadg,(R) ? dansi/,(C) ?
b —a O
+00 1
1) Domaine de définition des(t) = Zm
k=0
Calculer les coefficients de Fourief etb, de f(z) =cosgz ) définie sur[ﬂr,ﬂ avec

aeR\Z.
Sur quel domaing coincide avec son développement en série de Fdurie

En déduire une expression g¢t) .



) x,, =—X(X?—ab—bc+ca).
Si ab+bc > ca alors M est diagonalisable dand,(R) et a fortiori dansi/,(C) .
Si ab+bc=ca alors 0 est seule valeur propre 8 et doncM est diagonalisable s/ =0.
Si ab+bc < ca alors M n’est pas diagonalisable dafs,(R) mais I'est dans\/,(C) .
II) S(t) estdéfinie SUR\Z .
7 2T ZSinsz eth, =0.
m(n°—a’)
Par le théoréme de Dirichlef(z) coincide avecSf(z) sur [—w,w} car f est égale a sa régularisée. Pour
x=m,0n obtient :

a,= (1)

sinar 2 Slnom' 1 wcotamr . 1 n«cotar
cosam = CZ — puis S(t) = ——— — :
am —~ r(n®— ‘~p?—a? 2a° 2u 20
0 a ¢
Planche9 |[)Soita,b,ceR etM=|b 0 c¢|. M est-elle diagonalisable dadg,(R) ? dansM,(C) ?
b —a O

Il) Soit f de classeC? sur[0,+oc| telle quef” est intégrable sui0,+oc| et telle que l'intégrale
j;mf(t)dt soit convergente.

a) Montrer quexﬁrpr’(m) =0 et I[rpr(:v) =

b) Etudier les séried " f(n) et f'(n).

) x,, =—X(X?—ab—bc+ca).
Si ab+bc > ca alors M est diagonalisable dand,(R) et a fortiori dansi/,(C) .

Si ab+bc=ca alors 0 est seule valeur propre #e et doncM est diagonalisable s/ =0.
Si ab+bc < ca alors M n'est pas diagonalisable dafs,(R) mais I'est dans\/,(C) .

) a) f’(x)zf’(O)—i—fOIf”(t)dt admet une limite finie/ quandz — +oc .
Si £> 0 alors pourz assez grand”’(z) > ¢/2 puis f(z) > ¢x/2+m ce qui empéche la convergence de

fo )t

Si ¢ <0 on obtient aussi une absurdité. Il reste dére0 .
PosonsF(a:):fIf(t)dt.
0

a3 AY
Par I'égalité de Taylor avec reste intégraf (z +1) = F(x)+f(x)+1f’(x)+f +1Wf”

f (erl t) f”(t)dt

@)dt .

Quandz — +oo F(x),F(a:qu)Hj:oof(t)dt, F'(x)—0 et

f | f"(®)]dt —0
donc f(z) — 0.

b) fn+D)= @)+ /@) + [ @+ D-1)f" @)t donne f/(n)= fn+1)—fn)+ [ (a1 0)f" )t
La série de terme génér(n +1)— f(n) est CV carf converge ent-co.

L . L, n+1 n+l n+1
La série de terme generf (n+1—1¢)f"(t)dt est ACV carf (n+1—t)f”(t)dt‘§f | @)|dt .

Par conséqueny _ f'(n) est CV.

+1 Y
Wf”(t)dt permet de mener le méme raisonnement et

Aussi F(n—i—l)zF(n)—i—f(n)—i—%f’(n)-i—fnn
conclure que) _ f(n) CV.




0 a ¢
Planche10 |[)Soita,b,ceR etM=|b 0 c¢|. M est-elle diagonalisable dadg,(R) ? dansM,(C) ?
b —a O

II) @) Etudier les branches infinies, les variatipla convexité et représentéft) =t — Intf;.

b) Résoudref(t) =0.
c) Trouver les extremums globaux et locauxgde,y) = zIny —yInzx .

) x,, =—X(X?—ab—bc+ca).

Si ab+bc>ca alors M est diagonalisable dand,(R) et a fortiori dansM,(C) .

Si ab+bc=ca alors 0 est seule valeur propre e et doncM est diagonalisable sd =0.

Si ab+bc < ca alors M n’est pas diagonalisable dans,(R) mais I'est dans\/,(C) .

Il) a) f est définie sur0,+oc], strictement croissante, concave 12 et convexe suf2,+oo| . Asymptote

verticale en 0 et branche parabolique de directienz en +co.
b) ¢ =1 est seule solution.
c) g estde class€". Recherchons, ces points critiques :

99 y=0  |iny—L -0 f[f]—o _
gx S T sr W @{I_y.
Fy)=0 |T-nz=0 |Z_jpy—0 U7
dy y y

On conclut qug(e,e) est le seul point critique.
Avec les notations de Monger=1/e, s=0 ett=—-1/e. rt—s*<0.
Le point critique(e,e) n’est pas extremum local.

Planche 11 |[) Soit A,Be GL, (C) telles queB = A”.
Montrer queA est diagonalisable s# I'est.
) f 2 -périodique définie palf(t) =t SUT]—TF,TF[ et f(—=)=0. Former le développement en
séries de Fourier dé.

I) Si A est diagonalisable il estimmédiat qBel’est aussi.
Inversement, siB est diagonalisable alors il existe un polynéme &teur deB scindé a racines simple :

m

H(Xi)\k,) .

k=1

PuisqueB = A" le ponnc‘)meH(X” —,) estannulateur del , or ce dernier est scindé a racines simples,
k=1

donc A est diagonalisable.

I) f estC' par morceaux et régularisée donc développablérm de Fourier.

T . n—+1 400 (_ n+1
f estimpairea, =0, b, :Ef tsin(mt)dt:L2 puis f(t)zzz&sin(nt).
0 n n=1 n
. A A .
Planche 12 1) Soit B = o 4lou Ae M (R).

a) Montrer quevP € R[X|, P(B) =

P(A) AP'(4)
0 P |-

b) Montrer que siB est diagonalisabled I'est aussietd =0.

¢) En déduire une CNS pour qu# soit diagonalisable.

II) a) Etudier, en redémontrer tous les résult@,z" aveczeC.

b) Etudier la convergence simple de la série destions f, (z) =e ™.



A" kA
o A
b) Si B est diagonalisable alor8 annule un polyndme scindé simple et les calculs précédents montrent que
A annule aussi ce polyndme. Par sulteest diagonalisable. De plu$ annule aussi le polyndm&P’ de

sorte que si\ est valeur propre del alors A est racine commune de et de XP'. Or P n’a que des racines
simples doncP et P’ n'ont pas de racines communes dd& 0. A est diagonalisable &p(4)= { O} donne
A=0.

c) B est diagonalisable ssi =0.

) a) Par récurrenc®” _[ puis on étend par linéarité.

n+l n

Il) a) Pourz =1, > 2" = 1Iz etpourz=1, » 2 =n+1.Parsuite) 2" CV ssilz|<1 et
—Z

k=0 k=0
+00
S =
1-2

n=0
b) La série converge simplement ssi 0.

Planche13 1) (E):t%"(t)+4ty' (t)+ (2—t*)y(¢)—1= 0.
a) Montrer gu’il existe une seule fonctighdéfinie surR décomposable en série entiére solution
de E.
b) Montrer queg(t) = —1/t* est solution d&E) .
c) Quel est I'ensemble des fonction réelles dédisier R solutions de(E) ?
II) Soit £ un espace euclidien et un sous-espace vectoriel de.

a) Montrer queEl = A® A~ (indice : on admettra que toute famille orthondevde £ peut étre
complétée en une base orthonormalefte

b) Montrer qued™* = A.

+00 2p

I) a) On parvient &(t) = » ———— de rayon de convergende= +oo .
pz:; (2p+2)!

En d’autres termeg(t) = Ch(zz)_ 1 prolongée par continuité en 0.

b) calculs.

cht . . . S _
C) t»—»t—z est solution de I'équation homogefk sur R™ et R™.

y(t) :Ct—r;tz(t) injectée dangz, donnech(t):” ¢)+ 2sh(}' ()= C 2/(t)= puis z=C'th(t)+ D .

ch? (t)

surR™ et R™.

La solution générale d&, esty(t) :w

Csht+Dchk ch-1
t? t?

Par étude de recollement en 0, la seule solutioRsst la solution initiale.

I) a) Posonsn =dimE, p=dimA. Soit (e,,...,e,) une base orthonormale de que 'on compleéte en

La solution générale d&, esty(t) = SurR™ et R™.

(e,,....e,) base orthonormale dB. z € A" < Vie {1...,p},E |z)= 0donc A" =Vectf
E=ApA".

b) On adimA* =n—dimA et doncdimA** = dimA. De plusAC A*" carVz e A,Vye A", (z |y)= 0 donc
A=A,

.&, ) puis

P

Planche 14 1) a) Montrer queu , endomorphisme d’un espace euclidien vérifi(ar(tn) |u(y)) =(z|y) est
bijectif.
b) Montrer que I'ensemble des endomorphisme orthagw est un groupe pour.
II) Convergence simple et uniforme de la suiteadene généraf, (z) = sin" z cost pourz € R .

) a) Si z € keru alors (u(z) |u(z))= 0 puis z=0. Ainsi keru={0} puis u bijectif,
b) C’est du coursQ(FE) est un sous-groupe du grou@L(F),o) .



1) Pour x::% 7], |sinz| < 1 etdoncf,(z) — 0. Pourz=— [r], cosz= Oetdoncf,(z)=0. Ainsi

N

fniﬂ).

Par 2r périodicité et parité on ne poursuit I'étude qeav € [0,

fl(@)=sin"" @)((n+ 1)cos ¢ }- 1. On peut dresser le tableau de variatiorydsur [0,7| et on obtient
1 n/2 1

(n+17°) n+1

— (donc f, —“—0.

151 =17,

n—+1

arccosi]‘ = [ 1

Planche 15 1) Soit f continue deR dansR . On suppose qug;mf(t)dt converge. Calculer

T—+00

1 s
lim ;fo () dt .

) Pour (i,) € [[1,n]]2, on considére;, € R eth € R tels quea, +b, =0.

Calculer det[ .
a; + '

] Traiter le cas particulievi € [1,n],a, =b, =i.
: 7 )1<i j<n

I) Soit £ la primitive de f s’annulant en 0F(x)—>£:j;+oof(t)dt

T—+00

1 p 1 p=
= Ik (@)t = Fa)—= [ Pt

1 po 1 po
‘; j; F(t)dté‘g; j; |F(t)—(|dt .

Ve>03A>0Vt>A|F ¢)-(|<e.
Par continuité suf0,4], |F(t)—¢| est majorée par un certaif > 0.

1 ps 1 p4 1 e
Pour z > max(4 ,AM/z ) on a;j; |F(t)—€|dt:;j; |F(t)—£|dt+;fA |F(t)—¢dt < 2¢

Par conséquengifmF(t)dt—% puis lim 1fj”tf(t)dt:O.
rJo z—+00 0 J 0

T—+00

1 1 1
a,+b a;+b, a;+b,
Hf&zd% 1 ] = 1 1 1
%t igsn @, 4 +0, a,1+b,_1 a,,+0,
1 1 1
a,+b  o,+b., a+b,
Via C,—C,—C,,....C,_,—C ,—C, puis factorisation :
1 1
a,+b a;+b, 4
n:(bl—bn)...(bn_l—bn) 1 1
(a,+0b,)...(a, +0b,) o +h m
1 1
a, +b a,+0,

Via L, —L,—L,....L ,— L _,—L puis factorisation :



1 e 1
a, +b, a,+b, ,
:(bl—bn)...(bnfl—bn)(al—an)...(anfl—an) : 5
" (a,+D,)...(a, +b,)(a, +b)...(a, +b, ,) 1 1
a’71—1+bl a’n—l+bn—l
1 1 1
H (aj _a’j)(bj _bl)
Par conséquenb, = =<="
H (a,+0))
1<i,j<n
I I I
Puisque H (j—9)=12L..(n—1)! et H GE+9)= (n;l)' (n —;2)..“(211). on obtient dans le cas particulier
1<i<j<n 1<i j<n : : n:

2L (n—1)1)°n!
" (41 (n+2)L..(2n)!

Planche 16 1) Extremum locaux et globaux d&(z,y) = y(z* + (Iny)?) .
II) Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimansioMontrer que

(I,f,fz,...,f”'z) est liée et en déduire qu'il existe un polynéma mentiquement nul qui annule

I

) Points critiques(0,1) et (0, ?).
En (0,1) : f(0,1)=0etVzeR,Vy>0,f(z,y)> 0. Minimum global.
En (0,e?) : rs—t*=—4<0. Maxi local. f(t,t)————+o0, il N’y a pas de maxi global.

Il) La famille (1, f,f2....,f" ) est formée deu’ +1 éléments de I'espacé(E) qui est de dimension?, cette

famille est donc liée. Une relation linéaire s éééments de cette famille donne un polyndme abewd non
nul de f . Bien entendu, on pourrait aussi parler de polym@aractéristique.

Planche 17 1) Soit f une application continue d x[a,b] dansRR .

a) Expliquer pourquojf est uniformément continue sﬂ‘rx[a,b] pour tout segmen$ de R .

b
En déduire quer': z +— f f(z,t)dt est continue suRr .

1
b) Pourz € R, on poseg(z) = j; e”dt . A l'aide de la question précédente, étudier lationité

de g . Retrouver le résultat en calculagit) .
I) Soit @ un réel. PoutM € M (R), on poserL(M)=aM +tr(M)I, (avecn>2)
a) Montrer queL est un endomorphisme de, (R) et trouver ses éléments propres et son

polynéme minimal.
b) Pour quels: , 'endomorphismel est-il un automorphisme. Trouver son inverse @a&sscas.

) a) Sx[a,b] est compact et toute fonction continue sur un @rnp est uniformément continue.

Etudions la continuité dé&’ en a« € R et considérons = [a —l,a+ ]] .
Ve>0I>0V @ )6 £ )eSx[ab] | 6t) ¢t ) <n=|fet)>fe)<e
Donc pour|z—a| <, on a|F(z) — F(o)| < fbadt =e(b—a). Ainsi F est continue env.

b) (z,t) — e” est continue par opérations dond’est aussi par intégration sur un segment.

]

e’ —1

Pourz =0, g(z) = et g(0)=1. Sans difficultésy est continue suR .

I) &) Il estimmédiat que’ est un endomorphisme de (R) .
SpL)={aa+n}, E,(L)=ker(tr) et E,, (L)=Vect(l,), II, = (X —a)(X —(a+n)) carL est



diagonalisable et donc son polyn6me minimal epblgndme simple dont les racines en sont les valeur
propres.

b) Par une base diagonalisatiatet. = a’ (@+n) etdoncL estun automorphisme ssi=0,—n .

Par le polynéme minimal, on & —(2a+n)L +a(a+n)ld= 0 etdoncL * = 1 )((Za +n)ld—1).
n

2n+1 1
Planche18 1) SoitneN, ﬁ(x):xz—mi"p) etl, = [ [ (x)dz.
T

a) Montrer quef, est intégrable sul0,1 .

b) Calculer la limite dg(/,) pour n — +oo.

181

c) Montrer quel, == » —
k

k=n+1

d) Soith, (z) = z*In(z) ; étudier la convergence simple et la convergemif@rme de la suite
de fonctionsh, (z) sur|0,1.
Il) Existe-t-il A€ M (R) symétrique telle quel” =0 et A”* soit non nulle poup € N*.

) a) f, est prolongeable par continuité en 0 et en 1.

zlnz

1
o) |1l< [+ o

dz or z —
1

nz R . . :
o peut étre prolongée en une fonction contmueessegmento,]} , elle
72—

— 0.

7 1 2” M
est donc bornée par un certalifi et | |< Mf z”'dz =
0 2n+1
2n+1|nx +o0
c) Pourz€]0,], —5——=-) z""*"Inz.
z?—-1 i
g,(z) =z*"**Inz est continue par morceaux s0¢] et intégrable.

f |gn( )| 4( +k 7 est terme général d’une série convergente, ondmat intervertir somme et

X , —+00 l 1 —+00 1
intégrale et donc fn(a;)dg: =) ————==%"—=.
® =4 +k+1) 4,10k
d) h, —“—0 et par étude des variations de, ||| . =|r, (o) aveca €]0,1 déterminé par
2n+2
_a < 1
e 41T 1
II) non, pour cause de diagonalisabilité de la matsymétrique réelled .

@2n+YIna+a= — 0 donch, —<“—0.

2 —
x(t) t u2 1du
Planche 19 1) Etudier au voisinage de=1 la courbe paramétré 1/ v +11
tu? —
y(t) L3 Jr]_du

+00

1) Soit a €]—1,7. On posef(z) = > sin@"z).
n=0

a) Montrer quef est définie surR .

b) Montrer quef est de class€™ et que pour tout € N ettoutz € R, |f““) (:1:)| <1i||.
—|a

c) Montrer quef est développable en série entiere.

z(t) = 7(t71)+3(t—1)3 +o(t—1))
1) 3 . Point d'inflexion.

YO =—(-D+3(~1F +o(¢~ 1)

1) a) |sin(a":r)| §|g:||a"| , Iy a donc convergence absolue de la série idéfint f(z) .



1) b) f :x—sin@'s) estC™ et ||f,f’”|| §|a|"k' terme général d’une série absolument convergerte fl est

1 1

de classeC™ et|/] <3 lof" = e

n

*)
1) ¢) Par la formule de Taylor-Laplacég(r) = Zf (0) " + f (x t) ~—2 e ()dt avec
1 n+l

f (CE (w+1)(t)dt 7|a| (T;E+1)'

est developpable en série entiere.

— 0. Ainsi la série de Taylor d¢ converge suiR vers f et doncf

Planche 20

. > a,z" ety b 2" ontle méme rayon de convergence.

n,_2.n

Tnz
+1)2"
—54+a 3-a «
II) Existe-t-il une valeur dex pour laquelle —24+«a —a  « | est diagonalisable ?

b) Donner le rayon de convergence@

-5 5 -2
) ) Siz| <R, alors "a,z" ACV or |a,z" is|z|< R, . Ainsi R, <R, puis
R =R,.
i'n’ 1
b) |-—5—|~— doncR=2.
n"+102'| 2

II) Pour o =0, la matrice est diagonalisable ave8 valeur propre simple et2 valeur propre double.

Planche 21 1) Etudier la convergence de la séfe In|1+ sin(_%) , a>0.
n

I) Soit y,...,, des réels el la matrice de coefficient général, = sin(q, +«;).
Montrer quedet4 = 0.

SCED oY) 1 1 (G0N
1) In[ljL sin e ]_ o +o[nZQJ. Z—n

+0[_12"J CVssia>1/2.
n

sin(y, +a;) sin(ey ) cosfy, )
) sin(e, +a;)= sing, )cos§; }- sing, )cos( donne : = cosg; D |+ sing, :
sin(e, +a;) sing, ) cosf,
et donc la matriced = (q, ;) est de rang inférieur a 2. Ainsi, si> 3, detA= 0.
Pourn =1, detA = sin(2y, ) et pourn =2, detd = sin(2y, )sin(2, ) sih d,+a, . Ces quantités ne sont
pas toujours nulles.

Planche22 1) Calculerlim sh(sinz ) sin(st
+=0 tan(thx )— th(tan: |

Indication : on pourra faire des développementgdisna I'ordre 7.
II) Soit G un groupe multiplicatif non vide d&/ (R) d’élément neutre& . Montrer que tous les

éléments de&7 sont de méme rang.

[) On obtientl/2.
II) Pour toutM € G, ME =M donnerg(M)< rg(£). D’autre part, en notan¥ l'inverse deM dansG,
E = MN donnerg(F) < rg(M). Ainsi tous les éléments d&é ont méme rang qué .




Oraux Centrale Algebre

Planche23 =« Pourn € N, on désigne paiV le nombre de diviseurs positifs de et par P leur produit.
Relation entren , N et P ?

En associant danB? chaque diviseur avec celui qui lui est conjugugpbtient un produit déV termes égaux
an.Ainsi PP=n".

Planche24 x On suppose que est un entieg>2 tel que2" —1 est premier. Montrer que est premier.

Sin=ab aveca,bc N alors2" —1= (2 — )L+ 2 +---+ 2 "donc2' —1|2 — 1d'ou 2 —1=1o0u
2" —1=2'—1ce quiimpliguea =1 ou a =n . Ainsi n ne possede que des diviseurs triviaux, il est fmem

Planche25 xxx Onnote? I'ensemble des nombres premiers. Pour tout entiei0 , on notev, (n)
I'exposant dep dans la décomposition de en facteurs premiers. On nc{tﬁ la partie entiére de
x . On noter(z) le nombre de nombres premiers au plus égaux a

n

e

a) Montrer quev, (n!) = i

k=1

In(2n)
Inp

2
b) Montrerque[ n] divise ] »
n

peEP;p<2n

2
c) Montrerque[ " <(2n)®"
n

d) Montrer queli =O(n(z)) quandz — +oo
nz

a) Pourk suffisamment gran@n/p*’] =0, la somme évoquée existe donc car elle ne compaite nombre

fini de termes non nuls:!=1x2x...xn , parmi les entiers allant de 1r3, il y en a exactemerftz/p}

divisibles parp, [n/p’] divisibles parp’, etc... doncu, (n!) = 2.
k=1 P

2n)  (2n)! 2n)!) X|2n n
b = .PourtoutpeP, v |-—=5|=> |—|—2|—| or |2z|—2|z|= 0 ou 1 donc
)220 pouroupe 7 v, [ B0 - S22 or 2] 2
1| 2n n . , In(2n)

Z 2| <Cardke N [ &/pf|> O <|—=|.

(2n)!

2

De plus les nombres premiers d|V|seurs{gie
n:

n

S sont diviseurs d’'un entier inférieurZe (lemme

In(2n)
Inp

: R o , 2n .
d’Euclide) et sont donc eux-mémes infériew2sa. Il en decoule[ ]l H P car toutes les puissances

pEP;p<2n
on In(2n)
de nombres premiers intervenant dans la décomposig divisent [] p' "
n .
pEP;p<2n

In(2n)
Inp

In(2n)

< I P™'=J] »p"™ < J] @v)=(@)®.

pEP;p<2n PEPp<2n PEP p<2n

2n
n

c)

2n n
d) En passant au logarithme: Ink — 2> " Ink = m(2n)In(2n).

k=1 k=1

. . . . [ - (n+1)
A l'aide d’une comparaison intégrale on obtleﬁt In(t)dt < E Ink < j; In(t)d¢ donc
k=1

ninn—n+1<>"INk< (n+1)In(e+1)—n donc > INk=ninn—n+0(Nn).

k=1 k=1



2n n 2n n
Par suite) "Ink—2) "Ink=2nIn(21)— 21— 2@ Inn—n O (I ) puis Y "INk —2) " Ink ~ In(2)(2n).
k=1 =1 =i

=
On en déduit-22— = O(r(2n)) .
In2n

AjoutonsiwM par calculs etr(z) ~ 7(2[z/2)) car(z) et 7(2[z/2]) ne différent qu'au plus d'une
Inz  In2[z/2

unité etr(z) — +oo . Finalement, une certaine satisfaction.

Planche26 =« Soit z,,z,,z, les racines de\® + aX*+bX +c€ C[X].

Z. T Z.
Calculer § = 1 2 3

Ty+Ty Ty+Ty; Totdy

Par les relations coefficients racines d’un polye@uindé o, =z, +z,+z,=—a, 0, =TT, + T L+ T L, =b
eto,=z,2,2,——cC.

Ty )

En réduisant au méme dénominatedr= 4 4 =-—3+0, 4 4

G =0 O =@y ;= T =Ty O=Fy @

z, 1 1 1J

P/
avec 1 = 1 1 Pl avecP = X°+aX*+bX +c= (X —2)(X —z,)(X —x,) donc
0,—2%, 0,—%, 0,—Ty; P(o

S — Ulpl(al) —3P(0,)
- P(o,) '

Planche27 «x Soit p,q deux projecteurs d& . Montrer quep + ¢ est un projecteur sgiog=qgop=0.

(«) Supposongog=qop=0. (p+¢)°=p°+pog+gop+q°=p+q.

(=) Supposong +¢ projecteur. Par les mémes calculs que ci-degsus+gop=0.
Soit 7 ekerp. On a(poq)(@) =—(go p)(Z) =06 doncz e kepogq.

SoitZelmp. Ona(poq)(@)=—(qo p)(@) =—q() .

En y appliquantp on obtient :(p o ¢)(Z) = —(poq)(Z) donc(poq)(@) =0 .

Ainsi kerp C kergop et Imp C kegop d'ou E = Imp+ kerp C keyop.

Finalementpog=0 et de mémejo p=0.

Planche28 xx Soit E = E, & E, un K -espace vectoriel. On considere
I={ueL(E),keru=E, et Imu=FE,}.
a) Montrer, pour tout, de I' que @ =u, estun automorphisme de, .
Soit ¢:I' = GL(E,) définie parg(u) =14 .
b) Montrer queo est une loi interne daris.
c) Montrer quegp est un morphisme injectif d@’,o) dans(GL(E,),o).
d) Montrer quep est surjectif.
e) En déduire quél’,o) est un groupe. Quel est son élément neutre.

a) Imu est stable pout. doncu,, est bien défini. Par le théoreme du rang la K&gin deu a tout
supplémentaire déeru definit un isomorphisme avelenw . Ici cela donneu,, automorphisme.

b) Soitu,v €T . Si z € ker(vou) alorsu(z) € Imunkerv doncu(z) € £,NE, etu(z)=0 puisz € E,. Ainsi
ker(vou)C E, etlinclusion réciproque est immédiate.

Im(vou)=v(u(E)) =v(E,) = E, carv, estun automorphisme dg,. Ainsi vouel.

¢) Si ¢(u) = ¢(v) alorsu, =wv, .Oru, =0=v, donc les applications linéaires et v coincident sur des

sous-espaces vectoriels supplémentaires et done .
d) Une application linéaire peut étre définit denidae unique par ses restrictions linéaires sur deus-espaces



vectoriels supplémentaires. Poure GL(E,) considérons: € £(E) determiné pam, =0 etwu, =w.On
verifie aisémentE;, C keru et £, C Imu. Pourz ekeru, t=a+0b aveca€ I, etbe E, . La relation

u(z) =0 donne alorsu(a) + u(b) =0 c'est-a-direw(b) =0. Or w € GL(E,) doncb =0 puis z € E, . Ainsi
keru C E, et finalementkeru = E, . Poury € Im(u) , il existe z € E tel quey =u(z) . Or on peut écrire
rz=a-+b aveca € E, etbe E,. Larelationy = u(z) donne alorsy = u(a) + u(b) = w(b) € E, . Ainsi

Imu C E; etfinalementimu = E;. On peut conclure quecI’ eta=w : ¢ est surjectif.

e) ¢ est un morphisme bijectif : il transporte la stane de groupe existant SGL(E,) en une structure de
groupe sur(I',0) . Le neutre est I'antécédent die, c'est-a-dire la projection sur, parallelement &, .

Planche29 =« Soit f € L(R®) tel quergf* = 3. Quels sont les rangs possibles pgu?

Puisquelm f>CIm f C R®, on a3< rgf < 6.

Si rgf=6 alors f est unisomorphisme, don¢ aussi etrg f> = 6. Contradiction.

Sirgf =5 alorsdimkerf = 1. Considérong = f, . . Par le théoreme du rardimkerg = 5- rgg . Or
Img C Im f* doncrgg < 3 et par suitedimkerg > 2. Or kerg C kerf doncdimkerf > 2. Contradiction.

1 00 00 100 0O
01000 01000
. .., /00100 00100
rgf =3 et rgf = 4 sont possibles en considérant : et
0 00O0O 0 00O0O
0 00O0O 00010
0 00O0O 0 00O0O

Planche30 «x Quels sont leg € L(R") telles quef(Z")=27".

Soit f solution. La matrice d¢ relative a la base canonique est a coefficiertiersnDe plusf est un
automorphisme car les vecteurs de la base canosaqiales valeurs prises paret commef *(Z")=Z", la
matrice def * relative & la base canonique est a coefficiertisrsnInversement, sf est un automorphisme
telle quef et f* soient représentés par des matrices a coeffiogniesrs dans la base canonique, il est
immédiat quef(Z") C Z" etquef Y(Z")C Z" donc queZ" C f(Z") et finalementf(Z") =Z" . Notons que

les endomorphismes solutions peuvent aussi serdé&tinme étant les endomorphismes canoniqguement
représentés par une matrice a coefficients ergieysi sont de déterminant égal a 1.

Planche31 = Montrer que les matrices triangulaires réellesogumutent avec leur transposée sont
diagonales.

Soit A= (a,,;) € M, (R) une matrice triangulaire supérieure commutant aeettansposee.
Pour touti € {1,...,n}, le coefficient d'indice(i,i) de A4 estZaii alors que celui ded’4 estZaf]. :
j=1 j=i

Pouri=1, on en déduit, , =...=a,, =0 puis pouri=2, a,,=...=a,, =0 et ainsi de suite. On peut
conclure queA est diagonale.

Planche32 =« Quelles sont les matrices carrées réelles d’onrdigui commutent avediag(l,2,.. n | et lui
sont semblables ?

PosonsD =diag(l,2,.. n ). L’étude, coefficient par coefficient, de la rédet M/D = DM donne que les

matrices commutant avel@ sont les matrices diagonales. Parmi les matri@ggdales, celles qui sont
semblables & sont celles qui ont les mémes coefficients diagrna




1 .- 1
Planche33 =« Soit K un sous-corps d€ et J =|: HleM, (K).
1 .- 1
Montrer queJ est diagonalisable.

Notons B = (e,,...,¢,) la base canonique d&" et f I'endomorphisme d&K" dont la matrice dan8 est.J .
Posonse, =¢,+---+e¢,, de sorte quef(e,) =¢,. Puisquerg f = rgJ = 1, on peut introduirge,,...,¢,) base du
noyau def . Il est alors clair qué’ = (¢,,...,,) est une base dE" et que la matrice d¢ dans celle-ci est
diagonale.

Planche34 xx Existe-t-il dansM, (R) une matrice de polyndme minimal® +1 ?

Supposons: estimpair. Le polyndme caractéristique d’'une foatde M/, (R) étant de degré impair possédera
une racine qui sera valeur propre de la matrigaigs$i racine de son polyndéme minimal. Celui-ci eat@lors
étre le polyndmeX? +1.

Supposons: est pair. Considérond =

-1
0] et A =diagd.,.. A)e M, R). A n'estpas une homothétie

donc le degré de son polyndme minimal est supééiéurDe plusA® = donc X*+1 annule A . Au final,
X?+1 est polyndme minimal del, .

Planche35 x*xx* Soit M une matrice carrée de tailte a coefficients dan& sous-corps d€ . Montrer que
si trM =0, il existe deux matricesl et B telles queM = AB— BA.

Supposons qué/ soit semblable & une matridé’ via une matrice inversibl® i.e. M’ =P *MP .
Sion peut écrireV' = A'B'—B’A" alorsM = AB— BA avecA=PA'P "' et B=PB'P*.
Etablissons le résultat en raisonnant par récuerenc la taille de la matricé/ .

Si M esttaille 1: ok

Supposons la propriété établie au rang N*.

Soit M une matrice carrée d'ordre+1 de trace nulle.

0| =
Montrons que)M est semblable a une matrice de la for[#] .

Si M est matrice d'une homothétie aldrs\/ =0 permet de conclur@/ =0, .

Sinon, il existe des vecteurs qui ne soit pas westpropres de I'endomorphisme associ® a Soit z , un tel
vecteur. En introduisant une base donét f(z) sont les deux premiers vecteurs, on obtient leltasvoulu.

avectrM’'=0.

0| L
Le probléme revient maintenant a établir le résujtand M/ est de la form{a‘ﬁ

Par I'nypothése de récurrence on peut échife=A'B’'— B'A’ .
Soit A\ qui ne soit par valeur propre dg .

1 | L(B'-\I)*
([ —B)*C | Al

A
0| B

PosonsA = .OnaM = AB— BA . Récurrence établie.

Planche36 *x Soit A,...,A, € C distincts etP(X) :H(Xf/\é) . Calculer :

P P PX)|
X—A X\ XA
AX)=| 1 1 1

n—2 /\n-z )\n—Z
)\1 2 o n



En développant selon la premiére ligne, on peiurnadér que A est un polynéme de degré inférieuna1.
Pourk e {L,....n}, AQ) = DT LO AW, O A v A= C DV, QL0 A)

1=k

ouV (a,,...,a,) désigne le Vandermonde de....,a,) .
Le polynémeA coincide em point avec le polynéme constant éggl-&l) ™V, (\,,...,), ), ils sont donc
égaux.

Planche37 % Pourde M (K), on noteA la transposée de la comatrice de

a) CalculerdetA .
b) Etudier le rang del .
c) Montrer que sid et B sont semblables alotd et B le sont aussi.

d) CaIcuIer/zl .

a)OnsaitAd=AA=detAl, .

Si A estinversible alorsletA.detd = (detl ) donnedetd = (detd J*.

L'application A — det4 étant continue et coincidant avec I'applicatide alissi continued — (det4 ) sur
GL,(K) qui est dense dan¥ (K) , on peut assurer quietA = (detd ¥ pour toutA e M (K).

b) Si A est inversible alors! aussi donag(4)=n= rg(d)=n.

Si rg(A)<n—2 alors A ne posséde pas de déterminant extrait non nufligior—1 et doncA = 0. Ainsi
rg(4d)<n—2= rg()= 0.

Si rg(A)=n—1 alorsdimkerd = 1 or AA=detA I =0 donnelm A c ker4 et doncrg(4) < 1. Or puisque
rg(A)=n—1, A posséde un déterminant extrait d’ordre-1 non nul et doncd = O . Ainsi

rg(A)=n—1= rgd)= 1.

c) Soit P une matrice inversible. Pour todte GL, (K) , (P"*AP)(P *AP)=detAI, et P*AP inversible

donc P~*AP = P"AP . Ainsi A= PP-*APP". Les applicationsi+— A et A~ PP APP* sont continues
et coincident sur la partie den&&, (K) elles sont donc égales siif, (K) .

Si A et B sont semblables alors il exisfe inversible vérifiantP *AP = B et par la relation ci-dessus
PAP=P'AP =B donc A et B sont semblables.

L ogred=t g1y
detd detd (detAY

SirgA<n—2alorsA=0 et A=0.

d) Si A est inversible alorsl =

SirgA=n—1etn>3 alorsrg(d)=1<n—2et A=0.

Cc —C a

bl -~ (d b x
SirgA=letn=2 anrsA_[a d],A_[ ]etA_A.

> 0.

A
Planche38 «xx a) SoitA,Be M, (R). Montrer quedel{ B

A

b) Soit A,B € M, (R) telles queAB = BA . Montrer quedet(4” + B?)> 0.
c) Trouver un contre-exemple a b)4i et B ne commutent pas.

A B
d) Soit A,B,C,D e M, (R) telles queA C = CA . Montrer quedel[c D] = detdD—-CB).

a) En multipliant lesn derniéres lignes par et lesn derniéres colonnes aussi :
A B A
det = (1) det
—-B A —iB

A iB
A—iB —A+iB

iB . . .
A] puis par opérations sur les lignes :

A B '
det[B A]_ (G| deE

] et par opérations sur les colonnes :



A B A+iB iB A B
det = (1) de doncde = (1) de B )detfA+iB et enfin

[B A] 0 E 0 A+iB] '[B A] 1) dettd +iB )detA +

A B : . : ) ) _
det 5oa= detd +iB )detd —iB . Les matricesA et B étant réelles, cette écriture est de la forme
zE:|z|220.
b) det(4+ iB)det@d —iB )= detd® + B> car A et B commutent donaet(4® + B?)> 0.
c) A= L2 etB= 10 ar exemple

o1 ~l2 4P B

1 O|([A B) (A B
d) Si A estinversible, on remarque : | = .
—CA— I)\C D 0 —CAB+D

A B
donc det[C D] = det@d )det{ CA'B+D ¥ deD—CB carA etC commutent.
On étend cette égalité aux matrices non inversjieglensité :

A
Les applications4 — det[C et A— det(dD —CB) sont continues et coincident sur 'ensemble des

matrices inversibles commutant av€c Or cet ensemble est dense dans 'ensemble deis@satommutant
avecC :si A commute avec alors pour tout\ >0 assez petitA+ A/, est inversible et commute aveét).

Par coincidence d’applications continues sur uméepdense, les deux applications sont égales.

Planche39 xxx a) SoitA et B dansM,(K) telles queAB = BA . Montrer que soitB € K[A] , Soit
AeKI[B].
b) Le résultat subsiste-t-il dand,(K) ?

a) Contrairement & ce qu’entend I'énoncé, I'altéwea € K[A] ou A € K[B] nest pas exclusive.
Commencgons par quelques cas particuliers.

Si A= (g g) alors A e K[B} en s'appuyant sur un polynéme constant.

avec ), =\, alors les matrices qui commutent avécsont diagonales donB est de la forme

i (N0
SIA—[O A

[0‘1 0

0o ] . En considéranP = aX +b tel que P(\) =, et P(\,) =a,, on aB= P(4) e K[A].
2

Si A= ()‘ “) avecu =0, une étude de commutativité par coefficients imesndonneB = (% g) . Pour

0 A
P:£X+7 avec&er:a ,onaB=P(A) eK[A].
I I

Enfin, dans le cas général, est semblable a I'un des trois cas précédentngamatrice” € GL,(K) . La

matrice B’ = P"'BP commute alors aved’ = P'AP donc B’ est polyndme en!’ et par le méme polyndme
B est polynébme e .

b) On imagine que non, reste a trouver un contesrge.

Par la recette des tatonnements successifs owaaisi inspiration venue d’en haut, on peut propose

110 100
A=[|010[ etB=|0 1 0. On vérifie quedA et B commutent et ne sont ni I'un ni I'autre polynénme e
001 011

l'autre car tout polynéme en une matrice triangelaupérieure est une matrice triangulaire superieu

Planche40 = Soitn un entier>2 et . A un hyperplan deV/, (C) stable pour le produit matriciel.
a) On suppose que ¢ A . Montrer, siM? € A, que M € A. En déduire que pour tout
i€{l...,n} que la matriceE,, estdans4 . En déduire une absurdité.

b) On prendn = 2. Montrer queA est isomorphe a I'algébre des matrices triangesair
supérieures.



a) Supposond/?c A . A et Vect(l, ) étant supplémentaires dang, (C) , on peut écrireV = A+ \I, avec
Ae A.OnaalorsM?= A?+2)\AI, +\’I, d'ou I'on tire A’I, € A puis A =0 ce qui donneM € A .
Pouri=j, E,=0€ A doncE, €A puisE, =E xE, c€A.Parsuitel, =E,++E, €A.
Absurde.

b) Formons une équation de I'hyperplah de la formeaz + by + cz + dt = 0 en la matrice inconnue

M:[I 0
%

avec(a,b,c,d)= (0,0,0,0. Cette equation peut se reécrireA M) =0 avecA:[Z 2]

Puisquel, € A, onatrA=0. Soit A\ une valeur propre dd .
Si A=0 alors—A\ est aussi valeur propre dé et doncA est diagonalisable via une matri¢e
On observe alors que les matricks de A sont celles telles qu® 'MP a ses coefficients diagonaux égaux.

1
Mais alors pourM = P .

1 10
1]P‘1 etN_P[1 1]P‘1 onaM N c A alors queMN € A .

0
Si A=0 alors A est trigonalisable e[b aveca = 0 via une matriceP .

On observe alors que les matrickls de A sont celles telles qu® "MP est triangulaire supérieure.
L’application M — P *MP est un isomorphisme comme voulu.

Planche4l xx Soit £ un espace euclidien orienté de dimension @ eh endomorphisme dg& .
a) Réduire I'expressiop(z,y,2) = [u(x),y,z]+[fv U (y),z]+[x yuk j .
b) Montrer qu'il existev € L(E) tel que pour touf{z,y) € E*, v(z Ay) = u(z) Ay —u(y) Az .

a) ¢ est une forme trilinéaire alternée skirde dimension 3 done est proportionnel au déterminant. Pour
(i,j,k) base orthonormées (i, j,k)= (i |u())+ (j lu())+ € lu & ))= tru doncy(z,y,z)=trulz,y.z].

b) (u(z)ANy—u(y) Az |z):[u(:r),y,z]+[:r ,u(y),z]: tru[a: Y ,z}f[a: Y @j: €Ay, (. ld-u )¢ )). L'adjoint
de (tru.ld—u) résout notre probleme.

Oraux Centrale Analyse

Planche42 xx Soit E=C"(0,1],R) et N :E — R" définie parN(f):\/f2(0)+f01f’2(t)dt .

a) Montrer queN définit une norme suF .
b) ComparerN et|.|_ .

a) Posons,p(f,g):f(O)g(O)Jrfolf’ )y’ ¢)t. » estune forme bilinéaire symétrique(f,f) >0 et si

o(f,f)=0 alors f(0)= 0 et pour toutt €[0,1], f'(t)=0 donc f=0. ¢ est donc un produit scalaire &t
apparait comme étant la norme associée.

b) Pour toutz (0,1, |f(fv)|§|f(0)|+‘j;ff’(t)dt‘ngN(f), donc|f|. <V2N(f).Pour f(z) = sin(uar),

Ifll. =1 et N(f) = n/2 — +oc . Les deux normes ne sont donc pas équivalentes.

Planche43 s« Soit E le R -espace vectoriel des suites réelles bornées neuai torme jju| _ = sufu,|.
neN

Déterminer si les sous-ensembles suivants sonéfeou non :
A ={ suites croissantes }B = { suites convergeant vers 0§, = { suites convergentes }
D ={suites admettant O pour valeur d’adhérence Fe= { suites périodiques }.

A est fermé car si” = (u?) est une suite d’éléments de convergeant vers une suite= (v,) pour la norme

|||l alors pour toutr €N ettoutp €N, u? <w’,, qui donne & la limites, <u,,, etdoncucA.

n+1

B est fermé car si” = (u”) est une suite d’éléments d& convergeant vers une suite= (u,) pour la norme



.|l alorsve>0, 3peN, ”u,up"w < /2 et puisquex

|un <l|u, —uf,’|+|u5|§£ . Ainsi u — 0 etdoncu e B .

C estfermé. En effet si” = (u””) est une suite d’éléments dé convergeant vers une suite= (u,) pour la
norme||.|  alors en notant” la limite deu”, la suite(¢”) est une suite de Cauchy puisque

|£p f£q| < ||u” fuq"m. Posons? la limite de la suitg¢?) et considéron®” =u” —¢*. v* € B etv’ —u—/{
doncu—¢eB etueC.

D est fermé car si” = (u”) est une suite d’éléments dg convergeant vers une suite= (u,) pour la norme

.| alorsve>0, 3peN, ||u—u"|| <¢/2 et puisque 0 est valeur d’adhérenceudie il existe une infinité de

<lu, —u |+|u |<s Ainsi 0 est valeur d’adhérence deet donc

ueD.
FE n'est pas fermé. Noton$’, la suite déterminée pdf =1 si p|n et 0 sinon. La suité” est périodique et

o o . N 14 .
toute combinaison linéaire de suités I'est encore. Posons alots = 2?6*' qui est élément d& . La suite
k=1

ptq 1 1
u” converge caHuW fu”” < Z ?SZ—H 0 et lalimite w de cette suite n'est pas périodique car
k=p+1
p

u, = lim 221 =1 etqueVn >0, u, <1 puisque pour que,, =1 il faut £ [n pour toutk € N.

Planche44 «x Soit E un espace vectoriel réel normé. On pgge) :;x .
max(l]z||)

Montrer quef est 2-lipschitzienne.
Montrer que si la norme sut est hilbertienne alorg est 1-lipschitzienne.

Si[le] Jly| <1 alors | 1) — S )| = - wll -

Si ||:r|| <1 et ||y||>1 alors”f(y) f(a:)" i*ery*I §||y||71+||y—:r|| < 2||yf:r|| .

||y|| ||y||

Si fellJul > alors |/ = f@) = g ¢

il
Il =

||y||

Au final f est 2-lipschitzienne.
Supposons maintenant que la norfue soit hilbertienne.

Si el ol <1 ators|7tw) - f)|= [y ~2]
i 2 2 2 -1
Si |z <1 et|y| > 1 alors| f(y) - f(@)|" — |y —2|" =1—|y| - z% @1y).
Or (e 1) <leloll <l donellfw) - )"~y —al <2=Jol + 2(sl- =@ ¥ < ¢

. =il
St > alors )~ 0 el =2l e~ 2l e )

Or |(zy) <[lalllul donellf(w) — F@) ~lly =2l = 2=l "~ ol *+ 24l o - D=~ il -l ¥ < 0.
Au final f est 1-lipschitzienne.

Planche45 «x Soit A une partie non vide dR telle que pour tout: réel il existe un et un seyle A tel
que |z —y| = d(z, A) . Montrer queA est un intervalle fermé.

Soit (z,) € A" convergeant vers € R . Il existe un uniquey € A tel que|m — y| =d(z,A). Or d(z,A)=0
doncz=ye€ A. Ainsi A est fermé.
Par I'absurde supposons gude ne soit pas un intervalle. Il existe< c <b tel quea be A etcg A.



Posonsa =sup{z € 4 /v <c} etﬂ:inf{xéA/xZa}. Onaa fed, a<c<f et]o,B[CCLA.

Posons alorsy = & 5 248 on ad(y,A) = 2 =|y—a|=|y—8| ce qui contredit I'hypothése d'unicité.

Absurde.

Planche46 s« Développement asymptotique & trois termes de= Zsm—z.
k=1 n

- 1

Pourz €[0,1, S

sinz —x +lx3
6

n 1,5
ik <11

< 20 PR donc M, —o(]/n ).

u, :iﬁz+£ + M, avec|M,|<

"~k nr+l) 1 g . 1 1 1 [ 1]
= —+ et —= k®> ~—— doncu, =~ +— +—+
;nz 2n® ; 62 4n? b 2 n

Planche 47 x Montrer que I'équation:” +2° —1= 0 admet une unique racine réelle strictement p@sitiv
pour n >1. On la notex, . Déterminer la limite/ de la suite(z,) puis un équivalent de, — ¢ .

Posonsf,(z) =z" +2° —1. L’étude de la fonctiory, assure I'existence et I'unicité d’'une solutiope R* a

I'équation étudiée. De plus, on observe qye= [0,1. Puisque0= f, , (z,.,) < f, (z,,,), on peut affirmer
>z, . La suite(z,) est croissante et majorée donc converge versalrf réPuisque pour tout € N,

z,€[0,4, alalimite/€[0,]. Si £ <1 alors0<z! < (" — 0 et larelationz; + 2> —1=0 donne a la limite

¢? =1 ce qui est absurde. On conclut gie 1.

Posonsy, =1-z,, (1—u,)" =, (2—u,) donnenIn(l—u,)= Inu, +In(2—w, ) d'ol —nu, ~Inwu, puis

Inn

. Inn .
Inn+Inwu, ~In(—Inw,) or In(—Inw,)=o(Inw,) donclnu, ~—Inn pUISuan etenfing, —1~ — .

Planche48 % Pourn > 2, on considere le polyndmB, = X" —nX +1.
a) Montrer queP, admet exactement une racine réelle entre O aitéen .
b) Déterminer la limite de;, lorsquen — +occ .
c) Donner un équivalent de,) puis le deuxieme terme du développement asympiestig.

a) P, réalise une bijection strictement décroissant¢Octe vers|—n,1] .
b) P,..(z,)=2"—(n+1)z, +1< P, (z,)= 0 doncz

converge donc vers un réék[0,1. Si ¢ >0 alors0= P, (z,) — —oo , c’est absurde. On conclét=0

. La suite(z,) est décroissante et minorée, elle

n+1— n

n 1 . .
c) Ly _ =z — 0 doncz” =o(nx,) puis sachant” —nz, +1= 0, on obtientz, ~1/n .
n

n

d) Posonsgy, =z, —1/n,0n a

1+yn] =ny, puiSnln[l—i—yn]:lnn—i—lnyn.Orl—i—yn ~1—>O donc
n n n n

1 R . .
In [—+ y] ~—Inn, de plusinn =o(nInn) donclny, ~—nlnn. En revenant a la relation de départ
n
n"ty =(1+ny,) =e"""") avecniIn(l+ny,) ~n’y, etinn’y, =2Inn+Iny, — —oco doncn’, — O puis

n"*y — 1. Finalementr, = 1 +i + o[—l] :
n

n+l n+1
n n

Planche49 % Pourn > 2, on considere le polyndmB, = X" —nX +1.
a) Montrer queP, admet exactement une racine réelle entre O aitéen .
b) Déterminer la limite de;, lorsquen — +oo.
c) Donner un équivalent dg,) puis le deuxiéme terme du développement asympiestig.



a) P, réalise une bijection strictement décroissant@d@ vers|—n,1].
b) P,..(z,)=2"—(n+1z, +1< P, (x,)= 0doncz,,, <z,.Lasuite(z,) estdécroissante et minorée, elle

converge donc vers un réék[0,1. Si >0 alors0= P, (:rn)ﬂ —o0, c'est absurde. On concliét= 0

n

1 i i
c) Ly _ =z — 0 doncz” =o(nx,) puis sachant” —nz, +1= 0, on obtientz, ~1/n .
nx n

n

d) Posonsy, =z, —1/n, on a

l+yn] =ny, puiSnln[1+yn]—|nn+|nyn.Or1+yn~1HO donc
n n n n

1 R . .
In [—+ y,,] ~—Inn, de plusinn =o(rInn) donciny, ~—nlnn. Enrevenant a la relation de depart
n

n"y =(1+ny,) =" avecnIn(l+ny,) ~ny, etinn’, =2Inn+Iny, ——oco doncn’, — 0 puis

n"™y, — 1. Finalementz, = 1,1 +o[ 1+1]
n n

n+l
n

np.

Planche50 s a) Soitu, =

=t
notée /¢ (on ne demande pas ici de la calculer)

np
b) Soit f: R* — C de classeC" et telle quef(0)= 0. Soit v, = Zf[ «1H<:]
=1 \T

U p e N" est fixé. Montrer que la suit@:,) converge. Sa limite sera

Montrer que(v,) converge. Exprimer sa limite en fonction fe
c) Calculer? en utilisantf(z) =In(1+zx).
d) Si f de R™ dansC est continue et vérifig'(0) = 0, montrer gu'il peut y avoir divergence de

la suite (v, ) .
a) U, —u, = L SFocaE 1 1 <0 etu, <—p<p donc (u,) converge.
' n(p+1)+1 n+ D@+ 1) n+ 1 n+1

b) Pour toutn € N* et k € {1,...,np}, il existec, , €

o1 1
‘n+k

te quef[ ]f<0) Fe )= (TAR

On a alorsy, — £f'(0) = f:(f/(cn,k)if/(o))n__::-_k

Pour toute > 0, il existe o > 0 tel que pour tout: €[0,a| on ait|f’(a:) ff’(0)| <e.

Pourn suffisamment grand pour qu1lei—:L§ a,onac,, €[0,al v, —Cf ()< el .

On en déduires, — ££'(0).

c) Pour f(z) =In(l+=z), v, = iln(n +k+1D)—In(n+ k)= In((n + Lp+ 1)— In(z + 1)— Inp . On conclut
{=Inp . -

d) Pour f(z) =z , v, P

Z\/nJrk J@+2p -

Planche51 «x a) Donner un développement asymptotique a demeedeu, Z— On pourra
p=2 p

: : . Int
introduire la fonctionf () =

nn

b) CalculerZ( 1)” a l'aide de la constante d’Euler.

n=1



a) [ est décroissante s{i,+oc| . Pourp >4, f Intdt<lnp< 1 LLLEY donc u, :In72+|”_3+v

P r1t 3 "

n+l|n n
avecj:1 i letgvn gf Tdt doncv, NE(Inn)z. Etudionsw, = u, f%(ln n)?,

Inn n Int

w, —wW,_,=——— —dt <0 donc (w,) est décroissante. D’'autre part les calculs préasamnnent(w,)
n n—1

minorée et donc on peut conclure que converge. Ainsiu, = E(In n) +C+o0(1).

b)Z( L _Zln(Zn) Z|n(2n D done

2n — 2n—1

N 2N
Z( 1)" ZIn(Zn) > n®) _ 22 +u, —u,, . Par le DA précédent, on obtient :

n=1 n=1 n= 1
Z( 1) In2|nn+|n(2)y1L (In1z)2+6'——(ln21)2 C+o()
n=1
et aprés S|mpl|f|cat|onZ( 1) — Iz %In(Z)(Zy— In 2). De plus

n=1

2N+1 2N
> 1) =Y (-1 In_n+ DH— ;In(Z)(Zy In2 doncZ( 1) — Inn =%In(2)(2v— In2). N'est-ce pas
n=1 n=1 n=1
magmﬁque ?

Planche52 =« Soit a,b € R . Déterminer la nature de la sé@ln n+aln(n+1)+bIn(n+ 2).

n>1

Calculer la somme lorsqu’il y a convergence.

Inn+aln(n+1)+bIn( + 2)= (1+a+b)|nn+a+2b+0[—12].
n n

Il'y a convergence sdi+a+b=0 et a+2b= 0 ce qui correspond a=-2 etb=1.
Dans cecas:
N+1 N+2

Zlnn+a|n(n+1)+b|n(n+ 2)= me 22 Inn+z Inn

Zlnn+a|n(n+1)+b|n(n+2):In1+ In2— 2In2- 2In(V+ L IV + L I+ 2> — 2
n=1

Planche53 #* Soita>0,b>0 et pourncN*, A :12(a+bk) . B, =[](a+bk)"" .
N k=

. B .
Trouver lim—2 en fonction dec .

n>

b(n+1)

A =a+ , InB Z In(a + bk) . Posonsf(t) =In(a+bt) fonction croissante.

k=1

A l'aide d’une comparaison série—intégralg f(&)=nlIn(a+bn)—n+o(n) donc
k=1

M]—1+o(1)_>

Inﬂ: InB, —InA4, =In
A, a+0bn/2

Planche54 s« a) Etudier) "u, ol u, _f de

ol+z+- 42"
1 z"dz

b) Etudier v oty = | ——————— .
) Z n n 01+I+"'+$n



1-z

1_ :EnJrl

1-z

<——=1 donc
1-z

1 dzx 1 1—2 1-=z
a) u = = dz, —1—z et
) n j:) 1+$++$n 0 1_$n+1 1_$n+1

u, ﬂf - :L’)d:r— . La série diverge grossierement.

1 T dfv L= P a
b) v”_j;1+x+ 7 Jo1z — T dm_fo e (1—=x)dz avec par intégration par parties

1
fol m+1(1 z)dz =

avec—fO In(l—x”“)dx:LZ%m(”*”kdm. Or
k=1 =1\

—n—ln(l 21— ac) = f In(l- 2™ Yz

+00

=Y ——————<+oo donc
2 k((n+1)k+1)

400

—j;lln(l— ") dz = iw%j:x(”“”“dx = fj 1 <1 Y5 1 puis v, =O0(}/n’) et donc la série
k=1

i k(n+DE+1) " (b +1)5Hk

= (n+1)k

de terme général, converge.

Planche55 «xx* Soit >0 et (u,),., la suite définie paru, >0 etvVn>1, u,, =u, +——.
- n-u,
a) Condition nécessaire et suffisante supour que(u,) converge.

b) Equivalent dex, dans le cas o, ) diverge.

c) Equivalent dg(u, —¢) dans le cas o{u,) converge very .

a) Notons la suitu,) est bien définie, strictement positive et croissan

. 5 o1
puis par récurrence, <> —
il =1 Uy

Sia>1,0nau . Ainsi (u,) converge.

n+l — “'n

1
<u, +
n"

. . 1 1 -
Si (u,) converge. Posoné= limu, , on observe/ >0. On aw, ; —u, =— Nl or la série de terme
n-u, n
généralu, , —u, estconvergente done>1.
2 1 2 1 v
b) u?, —u’ =—t—7~—0 doncu? ~ 2% = or par comparaison série-intégrale, — ~ Si
S e n*u’  n® ;k E;:k 1-«
n 1 1-a
a<1et ZEN Inn si a=1.0n conclut alorss, ~ sia<letu, ~~2Inn sia=1.
k=1 -«
1 =1 1 1 .
c) Posonsy, =u, — 0. v, ., —v, = donc ) v =—u, ~ ~— puis
+1 ! naun (IK ; B+l ;Enn Ozflﬁn"_l

1 1
U" = a-1 "
1-ain

1
Planche56 x Etudier la limite de Of(t”)dt ot f:[0,]— R est continue.

On applique le théoréme de convergence dominégmaitant f bornée car continue sur segment. On obtient

[ 1@t~ 5(0)

Planche57 *x Calculer lim o e "sin’ ¢ )k .

n—00

La fonction intégrée ne converge pas simplememe®n=7/2+7 [2r]. Pour contourner cette difficulté on
raisonne a l'aide de valeurs absolues.

‘ [ "etsin @)d‘ <[ e sind
1) :|e"’sin" (thf(t) avec f(t) =0 si t = 7/2[pr] €t f(t)=e" sinon.



t

f, et f sont continues par morceaux|g1(t)| <e '=(t) avecy continue par morceaux intégrable sur

0,400| donc par convergence dominéém +OOe"’ sin' ¢)dt = +Oof ¢ Yt = Q.
0 0

. L. _y n!
Planche58 «x a) Démontrer la convergence de la série de teémérgla, = — .
n

n

+o0 y
b) Comparera, et nf t"e"dt .
0

+oo te_l’

—d¢t.
1—te')

+00
c) En déduire ) "a, = j;
n=1

a)a,,,/a, —1e<l.

n+1

+oo . . . . n! N too
b) Posonsl, = f t"e"“'dt. Par intégration par parties, on obtidpt=—— d'ou a, = nf t"e "dt.
0 « ' 0

R IX o +00
n__—nt 7o _ o . z N
)Y a, =) j; nt"e”"dt etla série) fo Int"e|dt=") "a, converge donc on peut intégrer terme &
n=1 n=1

=ii

+00 +o00 +00 +00 +00
terme et on obtiend "a, = f > ont'edt avec(I—te ) nt'e ™ = t"e :1258? dou la
n=1 ’ 0 n=1 n=1 n=1 —

conclusion.

Planche59 «x Existence et calcul de(z) zfome"'z cosft Mt .

t

Posonsg(z,t)=e" : cos@t ). t— g(z,t) , t— %(x,t) sont continues par morceaux SRt et z — %(z,t)
x X

est continue Sul .
t+ g(z,t) estintégrable syi0,+oc| car négligeable devadft* en +oc.

Pour z €[0,+0oc[, <te” avect—te " intégrable suf0,+oc], la fonctiony est de class€* et

dyg
— (z,t
(%(I )

’ . +oo_ 2 .
® (ac)—j; te”" sinxt )dt .

Par intégration par partieg)(z) = %e’tz sin(zt)

+00
1 +00 _2 1 \
—_—= xe cosft dt=—— .
L= /. €t =—rp €]

L
@ est solution d'une équation différentielle linéaitordre 1 etp(0) = ﬁ/z on concluty(x) =ge LI

w2 .
Planche60 x*xx* Soita>0, n€N.On poseu”(oz):f0 (sint)" (cog Ydt.

a) Nature de la série de terme générdl) .
b) Plus généralement, nature de la sérier de tgéméralu, (o) .

C) CalculerZun (o) poura=2,3.

n=1

/2

= L . La série de terme généra|(1) est divergente.
o n+1

b) Poura <1, (sint)* > sint doncu, () > u, (1) et donc la série de terme génésa(e) est divergente.
/2

a) un(l)zfo”/zsint (cos Jdi =

_ costt
n+1

n+1
_sin? 10
n+1

/2 ) /2 )
B sin’ ¢ cod™tdt = B f siff*t cds?ud¢
1J0

Poura>1, a=1+4, u,(a) = +1Jo +
n n

0

w2 £ /2 P
f sm“tcog*ztdt:f sif¢ cd§2tdt+f sift't cos*dt
0 0 e

el ; ; w2 ™
f sintcos ?idi<ee’t=¢” etf sin’ 1tco§+2tdt§5 co% 2¢ .
0 5



1 =0 1 L
Poure = cos@e=e2 = 0[—] donc0<u, (a)< donc la série de terme
n

I’
généralu, () converge.
c) Soita>1,
Les fonctionst — sin® ¢ cos ¢ sont continues par morceaux et positives.

1 B
(n+1)nd/3 +O[F] ~ nl+ﬁ/3

NG

~+00
- . : sin
La série de ses fonctions converge v§r$|na tcost= ]
n=0 —

t . .
< qui est continue par morceaux.

2 sin“t
1-cos

. L, . 2 +oo w2 w/
Puisque la série de$  (sint)" (cog Jdt¢ convergente, on Ef sin*t cos tdt = f
0 Al 0

72 sin®t
Poura=2 : —dt= 1+ cog =~ + 1.
@ fo 1- cos f 2
/2 S|n t T/2 3
Pouraa=3: —dt= sint (14+ cos =—.
@ fo 1- cos fo ( » 2

Planche61 xxx a) Existence ded = lim f(:sin(tz)dt.
T—+00

+00
b) Montrer queA se met sous la formd = Z(fl)”un avecu, > 0. En déduireA >0.

n=0

c) Mémes questions avag = lim cos(t it .

T—+00

d) Comment retrouver ces resultats avec un logigetalcul formel

a) ﬁ’sin(tzmtzﬁ”sin¢2ﬁt+f’ sin¢2 )it Or
~cosg’ ) 7]’” cos’ b e
s O %

xT . 2 - T& . 2 -
fﬁsm(t )dt_fGZt sing” Yt =

2t
flsin(tz)dt fﬁ sing? ﬁt,i,} Mﬂ) t ou I'on vérifie que la derniere intégrale
0 T—+00 0 2\/; 2 «/— t
converge
VD (o +1)7sm(u) T Sin
b) A= sin(t“)d¢ et smt t= =1 ——dv= ( 1ju, avec
) Z s JE singyat= [ =6y [ oe=dv= €y,

[T sinv
= Jo 2\v+nm
assure qued est du signe dé-1)°u, c'est-a-dire positif.

c) La question a) est identique. Pour b) les chesempliquent car on découpe l'intégraler¢@, 3r/2, ...
pour obtenir :

dv. Aisementu, >0, v, <u, etw, — 0 donc on peut appliquer le critére spécial qui

/2 COSv . . . .
B= 1)" ———dv. Le CSSA s’applique a la série sous-jacent® etst du signe
/35 Z( [ > m pplig j g
/2 c05v 2 CO% 7 cos
de ———dw
f j:7/22\/v+ﬂ' jiﬂ/zzvll‘i* 2

1 ™ 1

< < donc
\/U+7T \/v+27r B 2(v+7r)3/2 T 2fv+n

w2 COSv w2 CO% w2 Cco8 w2 cas cos
———duv< ——dv <
£7/22/v+7r £7/22/v+27r *fwz4/v+w *in/z4lﬂ/2 fo fo 2/7
et on peut conclure.
d) on utilise I'instruction evalf.

dt

+00
Planche62 =« Réaliser le développement en série entiére en@re&ef s et reconnaitre cette
1 x

fonction.



+oo i 1 du o . .
— - | —= —1D"uw™"z*"du . Pour|z| <1, il y a convergence normale pour |0,
j; +? _|_w2 w=ytJo 1+ (ux)z f ;( ) | | y g p [ ]l

(CNE _ arctanc
donc = 2n .
fl t + 22 Z 7 2n+ 1 T

1n=1
Planche63 s Soit (a¢,) la suite définie pan, =1 eta, :i'j; H(t—k)dt pourn € N*.
N =0

a) Rayon de convergence Ean:p” .
b) Somme de) "a,x

Zifltﬁ(k—t)dt<iflﬁkdt<_l donc R >1.

a)

n

n

ft(l t)xH(k 1)dtT1) donc R <1. FinalementR =1.

b) Soitz €]-1,1. S(z) = Z“ i Zfl 11 H(t—k)m”dt or par CU de la suite de fonctions de la variable

n=0

sur [O]} (CU obtenue par CN grace|ﬁ<1) on peut permuter somme et intégrale.

SR8 oerdie s eyaro| @Y [T e
S@)=J, 1 -Rarde= [ @+ayat=fm=s o IN@to)

Planche64 x On noteN(n,p) le nombre de permutations ften] qui ont exactemenp points fixes. On
+00
pose en particulieD(n) = N(n,0), puis f(z) = Zi:l)x" .
n:

n=0
a) relier N(n,p) et D(n—p).
b) Justifier la définition def sur|—1,1 puis calculerf .
c¢) CalculerN(n,p).

d) Etudier la limite de{ N(n,p)| quandn tend vers+oo.

) N(u.p) =)Dt p).

b) D(n) <n! donc

i?)‘ <1 qui implique R >1.

Oon aZN(n p)=n! doncz '( . D(n—p) =1 d’ol par produit de Cauchy’ f(x) :% puis
n— —T
f(z)=
ﬂ:
—z +o00 N (71)k, k . (

c) :Z z" doncD, =nlY " puis N(n,p)=—> .

1-z =i k! :

1 1
d) mN(n,p) e Te

Planche65 s*xx Soit v une application de class® et 2 -périodique deR vers C telle que
Vs €R,|y'(s)|=1. On noteS Iaire orientée délimitée paf;, . -
a) ExprimerS a l'aide des coefficients de Fourier de
b) Montrer S < et préciser le cas d'égalité.



a) Posonst =Re(y), y=Im(y). S :j;%(:rdyfydx):—;j;h(x(s)y/(s)fy(a:)a:/(s))ds donc
S zéﬁhlmﬁ(s)v’(s))ds: wlm(y |~") en notant(.|.) le produit scalaire usuel.

Par la formule polarisée de Parsevél{y')=> ¢, (v),(7")=> inc, (M carc,(v') = inc,(y) etdonc

ne”L nez
S :Zn|cn (”y)|2 .

neZ

P 2 _ i 27
b) Par la formule de Parseval on Eﬂ]mcn = fo

S=n>nle,[ <7 n’le,| < avec égalité ssi, =0 pour toutn € Z tel que|n|>1. On a alors

ne’

7/(5)|2 ds=1donc n?c,| =1.

() =c, +ce” avec|c1| =il car|7’(s)| =1. v est un paramétrage direct d'un cercle de dianietre

Planche66 #% On posep(z,y) = 22— ¥ nourg=y.
r—y

a) Montrer quep admet un prolongement par continuit&®4 noté encorep .
b) Montrer queyp estC" puis C™ .

a) On posep(a,a) = —sina et on observe que(z,y) — ¢(a,a) quand(z,y) — (a,a) avecx =y et avec
rT=y.
b) En vertu decosp — cog = — 20({5192_(1] c{g%] , on ap(z,y)=—sinc@—y )sir{x—;y

classeC™ car DSE.

avecsinc de

Planche 67 % Montrer quef:R" — R de classe* est homogéne de deggéssi V(z,,...,7,)€R",

;xia%( yreen®,) = Pf @y,

Supposonsf homogéne de degrg i.e. V>0, f(tz,,....tx,)=t"f(z,,...,x,).
En dérivant cette relation par rapport &t en évaluant eh=1, on obtient

Zn:xi%(xl,...,xn): of (@y,...,3, ).

Inversement, cette relation donhie g(¢) est solution de I'équation différentielte’(t) = pg(t) donc f
homogene de degrg.

Notons que poun =1, f(z)= |gz:|3 vérifie la relation et n’est homogene de degré&8 dans le sens préciser
initialement.

Planche68 s Trouver les extrema suR® de f(z,y) = 2> +zy+y° + 2 — 2y .

L’étude des points critiques donite 2,2) seul point critique.
En posantr = —2+u ety=2+v, f(z,y)=u’ +uv+v’>= p*(L+ cod sid > (
Il'y a un minimum global erf—2, 2).

Planche69 s Déterminer les extremums d&* + 3" sur]0,+oo[2.

L'étude des points critiques donifg1) seul point critique.

Int

La fonction ¢ — " admet un minimum en 1, dorfe,y) — 2" + 4" admet un minimum e, 1).

Planche70 =« Soit « > 0. Montrer quef: (z,y) — x+y+i admet un minimum strict syiR *)?
1Y



L’étude des points critiques donit&a,Ja) seul point critique.
2%y + 2y’ + o’ —3axy
Etudionsy: o — z%y + zy® + o — 3axy . Cette application admet un minimum gy de valeur
2 2 _ — 2
Y+ xy” —2xyJry = xy(z+y— 2Jzy )= zy (\/;f\/;) > 0 donc pour tout,y > 0, f(z,y) > f(a,«).
De plus, il y a égalité ssiz = \/Q eta= zy ile.z=y=qa.

3
Posonsa =¥a . f(z,y)— fla,0)=a+y+——3n=
Ty

Planche 71 «x Soit un triangleABC et M parcourant l'intérieur de ce triangle. On veutedétiner en
quelle position le produit des 3 distancesiMea chacun des cotés du triangle est maximal.
Indications : ne pas oublier de justifier 'existerde ce maximum, la réponse est le centre de
gravité du triangle.

L'intérieur du triangle et son bord forment un caop La fonction considérée est continue sur agldenc
admet un maximum. Celui-ci ne peut étre au bordactanction prend des valeurs strictement posstiaiers
gu’elle est nulle sur le bord. Il existe donc urximaum a l'intérieur du triangle et celui-ci annide

différentielle de la fonction.

En introduisant un repérei(0,0), B(1,0) et C(a,b) (ce qui est possible qui a appliquer une homathgiur

que AB =1) la fonction étudiée esf(z,y) = y(bz —ay)(b(zr—1)— (@ — Ly ). On résout le systéme formé par les

of of

équationsa—(m,y) =0 et —(:c,y) = 0. Le calcul est trés lourd sans logiciel de cafouinel mais on parvient
T

a conclure.
Peut-étre existe-t-il une solution plus simple ?

Planche 72 xx CaIcuIerffD% ou D estdonné paln:|§g;2 +y°<1.
T Ty

En visualisant le domaine comme le complémentaﬂrh‘adéunion de deux cercles dans le cercle uhpéredes

S il dady T2 /2 1 i
considérations de symetneff @t 1 ) f fcosg @i, dp Zfo Tt coZd 2d9

fw/z d6 _f+ao dt = ff _dady _m or_ (2-1r D
o 1+cog6 Jo 12 242" p(A+z2+y?)? 2 2 2

Planche 73 % Que dire deff ) ~dady ou D=10,1x[0,1.

L'intégrale a la méme nature que sbir= ]0,]]2.

=7 2 A 1 z—y 1
— est intégrable sui0,1 et de=———.
(z+y) 0. f (z er)3 @+y)*
1 1
— ———— est intégrable SUIO et —=.
Ry grable su ] et f(—g it
1 1
Ainsi sdady = —— . Par une démarche symetriqye sdydr =
Sy a=in=—3 felia =3
On peut donc dire quée,y) — (I; y)3 n’est pas intégrable sup .
rTy

+00 n

Planche 74  «x On considéref: (z,y) — >

n=1 1+ yZn .
a) Déterminer le domaine de définitidn de f .
of . of

b) Etudier I'existence dea— et surD.

z Jy



a) Si|y| <1 alors la série définissarfi(z,y) converge ssfz| <1

Si |y| >1 alors la série définissarf(z,y) converge ssf:r| <|y2| car 1f = _[ﬁz] .
Y Y

FinalementD = {(a:,y) € R?/|z| < max(ly? )} :

b) u, (z,y) = fyz [0,] etD, = {(:L’,y) € R?/|z| < amax(ly? )} Pour (z,y) €D, :

n -1

‘_( y)‘ 1+ 0 2o
Si |y <1 alors|z|<a et = LH<na"‘1
y 1+y2n 1+ yZn — -
n—1 2n—2 n—1
Si |y| >1 alors|m| <ay® et (:E )‘ Iffy < n(;-+ z% < nZZ <na"*

ou y . . . .
Dans les deux c%sa—"(m,y) <na"" qui est le terme général d’une série convergente.
T

ou, | 2ny*" z" 2nz" y*t

dy & y)‘ |(1+ Yo" )? | 1+y* car 1+ 9> —
Si [y|<1 alors|s| <a et %(x,y)‘ < 2"“; <2na’ .
Si |y| >1 alors|m| <ay® et U, Zna y < 2na"

0 . . -
Dans les deux c%s;—”(:r,y) < 2na" qui est le terme général d’'une série convergente.
Y

Par convergence normalg,i et existent surD, et comme ceci vaut pour toute (0,1, Of o 9F
or Oy dr Oy

existent surD .

Oraux Mines-Ponts Algebre

Planche75 «x Soit des entiers >1 et n > 0. Montrer que sik” +1 est premier alora est une puissance
de 2.

n=2"2p+1), a" +1=0*"— (—=1)%**= b+ 1 avecb=a? . On en déduit qué+1|n, or n est supposé
premier etb+1>1 doncb+1=n puisp=0.

Planche 76 * Combien y a-t-il d’éléments inversibles dafs78Z ?

Les inversibles danZ/78Z sont les classes associés aux entierﬁLde ,78} qui sont premiers avec

78= 2x 3x 1%. |l suffit ensuite de dénombrer les multiples 218,13 compris entre 1 et 78. On conclut qu'il y a
24 éléments inversible dar&/ 78Z . On peut aussi calcules(78)= 1x 2x 12= 2

Planche 77 xx Déterminer lesP de R[X]\{0} tels queP(X?)= P(X)P(X —1).

SupposonsP solution. Le coefficient dominant dB est égal & 1. Si est racine deP alorsa®,a”,... le sont
aussi. OrP ne possede gu’un nombre fini de racines denest obligatoirement une racine de l'unité, en
particulier|a| =1. Aussi, sia est racine de” alors (e +1)* est aussi racine dB et cela permet d’établir que

la+1=1. Les seuls complexes vérifiant |a| =|a+1 =1 sonta = j et j>. On en déduit que

P =(X?+ X +1)". On vérifie par le calcul qu’un tel polynéme egrbsolution.




Planche78 x* Soit F un K -espace vectoriell’ un sous-espace vectoriel @& et G un sous-espace
vectoriel deF' . On suppose qué& est de codimension finie dars. Montrer que
codim, G = codim, F'= codimG .

G possede un supplémentaire de dimension flhieConsidérons alor& supplémentaire dé/ N F' dansH .
F et K sont supplémentaires daiis et K est de dimension finie donE est de codimension finie dars.
De plus,G et HN F étant supplémentaires dahs on peut dire qué&’ est de codimension finie dars.
Enfin la relationdimH = dimK + dimH NG se relitcodim, G = codim, F' = codimG .

Planche79 =« Soit E un R -espace vectoriel de dimension finje,dansN", f,...,f, des formes linéaires
sur E'. Montrer que(f,,...,f,) est une famille libre d&" ssi
V(- )ERY e EVie{l,.. p} f €)=\

Si (f,.--,f,) estlibre on peut completer cette famille en uaselff,,...,f,) etsi(e,...,e,) en designe la base
antéduale alorg = \e, +---+ A e, résout le probleme.

Inversement siV(),,...,\ )ER" Iz € E,Vi€ {1 ,p} /. € )=, alors sans peine on montre que la famille
(fi,---»f,) estlibre en prenant appui sur dedels quef,(z) =6, ; .

Planche80 xx% Soit A et B deux matrices dé/, (R) semblables su€ .
Montrer queA et B sont semblables suR .

Il existe P € GL, (C) telque PA=BP. P=R+iS avecR,Se€ M, (R).L'éqgalité (R+iS)A= B(R+1iS)
donne RA= BR et SA= BS . Malheureusement, on ne sait/giou S sont inversibles. Cependant pour
AER, (R+AS)A=B(R+\S) et A\ — det(R+ \S) est une fonction polynomiale non nulle (car nexside

pas en\ =) donc il existeA € R tel que P = R+ \S soit inversible. On obtient ainsl et B semblables sur

2
3
1

N W

1
2 sont-elles semblables ?
3

[y
N, W

R.

Les deux matrices ont trois valeurs propres dit6,

—3+iJ3 —3-iV/3
2 2

1 2
Planche81 =« Les matricei{S 1
2 3

—3+iV3 o —3-i/3

> t > . Elles sont donc toutes deux

6; et donc a fortiori semblables entre elles.

semblables aliag

Planche82 =« Soit Ac M, (K) avecK =R ou C telle queA® =1, . Déterminerexp(4).

R 1 6D 1 +9 1 +o00 1
expA)=) I +) ———A+) ——— A"+ ———A% donne
PA= 2 @Dl @ D g I
exp(d)= cos(IH- ch(l)]n+ sin(L)y sh(a_i_ ch@® cos&})_’_ sh(l)n(gg)As'
2 2 2

0 a a

Planche83 =« SoitacR" etA=[%a 0 a|.
]/az Ya O

a) Calculer le polyndme minimal dé .
b) La matriceA est-elle diagonalisable ? Si oui, la diagonaliser.
c) Calculere™ .



2
a *CLZ —a

a) x, =—(X—2)(X+1F, E,(A)=Vect|a | et E ,(A)=Vect|| 0 || 1

1 1 0
a®> —a® —a 2 0 O
La matrice A est diagonalisableP *AP =D avecP=|a O l{etD=|0 -1 Of.
1 1 0 0 0 -
On en déduitu, = (X —2)(X +1).
b) Ci-dessus.
c) Par division euclidienn&" = (X +1)(X — 2)Q (X )+aX + 3 aveca = 2 _é_ D o B = A= 1)3 +2
n 0 0 ) 2 -1 -1 2
e A — i ) A+ 26 1é+ 2 I, puise” = © ;e A+ 2 ;e I.

Planche84 xx Soit E un espace vectoriel de dimension finieuet £L(E) tel queu® =u.
Décrire les sous-espace stablesude

w annule un polynéme scindé simple, 'endomorphismest donc diagonalisable. Tout sous-espace vektorie
somme de sous-espace vectoriel des sous-espapesypdeu est stable. Inversement, Bi est stable pau
alors u,, est diagonalisable € peut se percevoir comme somme de sous-espaceigbdes sous-espaces

propres deu .

Planche85 % Soit A,Be M, (R). Montrer queAB et BA ont méme valeurs propres.

Il est classique d’'établix,, = x,, €n commencant par établir le résultat pduinversible et le prolongeant
par un argument de continuité et de densité.

Planche86 «x Soit £ un espace vectoriel réel de dimension fini¢ etL(F) . On définit
TeL(F)— L(E) parT(g)=fog—gof.
Montrer que sif est diagonalisable, alofs est diagonalisable ; gi est nilpotente, alor§ est
nilpotente.

Supposonsf diagonalisable et soif = (e,,...,e,) une base de vecteurs propresfdePourl<i,;j<n, on pose
g;, 'endomorphisme deZ' determiné pay, ;(e,) =6, ¢, . La famille (g, ;) est une base d&(£) et on observe
T(g,;)=(\ —X)g,, doncT estdiagonalisable.

Supposonsf nilpotente, c'est-a-dire qu'il existee N* pour lequelf" = 0. PuisqueT”(g) est combinaison
linéaire de termes de la form@é o go 7", il est assuré qu&?" =0 et donc quel’ est nilpotente.

Planche87 «xx Soit £ un espace vectoriel de dimension finiegGetun sous-groupe d€'L(£) d'ordre fini
n.

Montrer quedim(ﬂ ker(g — Id, )) = EZ trg .
n

geG =

Soit p:EZg. On apop:izZZhog:—lzZZk:—j-Zk:p donc p est un projecteur et la

geG heG geG heG keG keG

. : 1 . . .
dimension delm p = ker(p — Id) esttrp :—Zg . Pour toutg € G, onagop=p donc siz estinvariant par

ge@

p il est aussi pay . Ainsi ker(p — Id)C ﬂ ker@g— Id). L’inclusion inverse étant immédiate, on conclut
9eG

Il est clair que(") ker(g — Id)= kerp — Id) puis I’égalitédim(ﬂ ker(g — Id, )) :12 trg .
n

9€G e =e




Planche88 «x Soit E un espace euclidien de northd, v dans£(E) et|.|,,, la norme sur(E)

L(E)

subordonnée 4. .

a) Comparelnu”am etfu,, -

b) Si "“"ﬂw) <1, comparerker(u — Id) et ker(u* — Id).

c) Si ||u||w) <1, montrer E = ker(u — 1d)@® Im(u — 1d).
a) ||u||£(E) =], (cf. cours). Rappelons que cette relation se démem commencant par établir
||u||i(b) S u' o u"L(E) '

b) Soit & € ker(u— Id). [Ju*(2) — 4| =||u’ @) — 26" @) [2)+ 2] <|lo]f — 26 u € )+ ] = O caru@) == .
Ainsi u*(z) =z etz € ker(w" — Id). On peut conclur&ker(u — Id)C ker@" — Id) puis I'égalité par symétrie.
c) Soit z € ker(w — Id)N Im( — Id). Il existe a € E tel quexz =u(a)—a .

u"(z) =z donnewu”(u(a)) —u(a) = u(a) —a puis (u*(u(a)) —u"(a) |a) =(u(a)—a|a) qui conduit &

|2]* =|lu(@) - 2(u(a) |a)+[a]* = 0. Ainsi ker(u— Id)N Im(u— 1d)= {0} . De plus,
dimker( — Id)+ rgex — Id)= dimE doncker(u— 1d)& Im@u — Id)=E .

Planche89 «x Soit £ un espace euclidien ete £(£) tel queuou = 0. Montrer que
Imu=keru < u+u €GL(E).

(<) Supposons: +u” inversible.

Soit z € keruN Imu* . On au(z) +u’(z) =0 donc z = 0. Par suitekeruN Imu" = {0} .
Donc dimkeru + dimImu”™ < dimE puis dimkeru < dimImu . Par suitelmu = keru .
(=) Supposondmu = keru .

Soit z e ker(u +u"). u(z)+u"(x) =0.

Or u(z) € Imu et u'(z) € Imu* = (keru)" = (Imu)" doncu(z) =u"(z) =0.

Par suiter € keru et x € keru’ = Imu*" = keru" doncz=0.

Par suiteu +«" est injectif donc bijectif.

Planche90 * Soit A une matrice symétrique réelle. On suppose quidtexp € N” tel que A" =1 .
Calculer A°.

PuisqueX? —1 annule 4, les valeurs propres dé sontl ou —1. Or A est diagonalisable, don¢ est
semblable &iag(,.. ,1- 1..— 1 puis A* est semblable & etdoncA*=1 .

Planche91 % Soit A€ M (R). Montrer queA est symétrique positive ssi il existee M (R) telle que
A="'PP . Montrer queA est symétrique définie positive ssi il exidtes GL (R) telle que
A="PP.

Si A="'PP alors il est facile d’établir quel est symétrique positive (voire définie positivelsiest
inversible). Inversement, si est symétrique positive alors par le théoremetsgieon peut écrired = ‘QDQ
avec@ €0, (R), D=diag(, ,.. \, ) et\ >0 (voire \, >0 si A est définie positive). PouP = A(Q avec

A= diag(\/x ,\/A_n) on dispose d’'une matrice solution (inversible dansas ou est définie positive.)

Planche92 xxx Montrer que le déterminant d’'une matrice symétiggelle définie positive est majoré par le
produit de ses éléments diagonaux.

Soit M € S (R) . p(z,y)="XMY définit un produit scalaire sut =R".
En orthonormalisant pour le produit scalajgela base canoniquB8 de R" par le procédé de Schmidt, on



obtient une bas#’ et la matrice de passade de B’ a B est triangulaire supérieure. Par changement & bas

o(z,y)="X"Y'="'X'PPY donneM = 'PP . D'une partm,, = Zpﬁj > p? et dautre part

=1

detM = (detP f=]]»? permettent de conclure.

i=1

Planche93 *x Soit z;,2,,....z,, , des vecteurs d'un espace vectoriel euclidien oedsionn € N*.
Montrer qu'il est impossible quei = j,(z, |z,) < 0.
On pourra commencer par les cas-1 et n =2

Casn=1.

Supposons disposer de vecteuys:,,z, tels quevi= j,(z, |z;) < 0.

Puisquez, =0, (z,) estune base dE .

Cela permet d’écrirer, = Az, et z, = uz,.

(z,12,)< 0 et (z,|z,) < 0 donneA <0 et <0 mais alors(z, | ;) = Aufz,|" > 0 !
Casn=2.

Supposons disposer de vecteuys..,z, tels quevi= j,(z, |z,)< 0.

7, étant non nul on peut écritéi > 2,7, = Az, +y, avecy, € {z,} et <0.
Vizj>2,@, |z;)=A\ + @, |y, )< Cdonc(y, |y,) <O.

Y5, Y3, Y, S€ positionnant sur la droil{@l}ﬂ I'étude du cas» =1 permet de conclure.
Cas général.

Par récurrence sur >1.

Pourn =1 : ci-dessus

Supposons la propriété établie au rang 1.

Supposons disposer de vectewfs..,z, . , tels quevi= j,(z, |z;) < 0 a l'intérieur d'un espace vectoriel
euclidien de dimensiomn +1.

7, étant non nul on peut écritéi > 2,7, = Az, +y, avecy, € {z,} et <0.

Vizj>2,@, |z;)=A\ + @, |y, )< Cdonc(y, |y,) <O.

Yprel, s, S€ POSitionnant sur le sous-espace vect<§nip}lL qui est de dimension , I'hypothése de récurrence

permet de conclure.
Récurrence établie.

Oraux Mines-Ponts Analyse

Planche94 s« Convergence de la série de terme génerat sin(w n®+ 1) .

Vn?+1= n+i+0[i2] doncu, =m+0[i2] est terme général d’une série convergente.
2n n 2n n
Planche95 xxx Soit o dansR”, ¢ etb dansR\N. On posey, =« etVneN, v, , = niZun .
n—

Etudier la nature de la série de terme généragt calculer éventuellement sa somme.

On peut supposet > 0 quitte a passer la suite a I'opposé.

U, b—a N . A

il gl - Posonsy, =’ "u, . Inv,,,—Iny, =0(Yn*) donc(Inv,) converge puis;, ~—— avec
u, n— n

A>0.

Par conséquen} u, CV ssib—a>1.



+00
—nu, = (b+1u, , —au, . En sommant et en notaft= Zu on

n=0

(n’ib)un-#l = (TL*UJ)UH dOI’lC (n’+1)un+1 n !

b+

obtient (b +1)(S —a)—aS =0 donc S = .
Rl e b+l-a

Planche 96 x*x Existence et calcul éventuel (ﬁmmdt
7 oo i

1+ (t+ib)y’ =t +iG+D)¢+i0—1)).
Si b= #£1 la fonction n’est pas intégrable sRr a cause d’une singularité en 0.

. . . 1
Si b= £1 alors la fonctionf : ¢ +— est continue par morceaux sBr et f(t) =0 2 quand

1+ (¢ +ib)?
t — +o0o donc f estintégrable suR . Si b =+1 la fonction n’est pas intégrable sk a cause d’'une

singularité en 0.
En procédant a une décomposition en éléments ssmple

A A
A d¢ i1 t i1 t
— S+ (B+1D? +arctar{—]] —|= Inf+ §t— 1 arct{n—l
f—A1+(t+z'b)2 2|2 @+ Ce+17) b+ 1|, 2 C+ &= 1)r b—1) ,
Si [p|>1 alorsfﬂoL:O. Si b <1 alorsfML:w
00 1+ (t +14b)? 0o 1+ (t +14b)?

b
Planche97 «x Soit f € C((a,b],R). On suppose que pour toutc N, f f®t"dt=0.
a) Montrer quef =0.
b) Soit I, = fomzr”e’(l’“’dx. Calculer/, .

¢) En déduire qu'il existef dansC([O,Jroo[ ,R) non nulle, telle que, pour tout dansN, on ait

j:oc 2" f(z)dx=0.

a) Par le théoreme de Weierstrass, pour tas), il existe P € R[X] tel que||f—P|_<e.

Oéfbfz:fbf(ffP)JrfbfP:fbf(ffP)S (b—a)|f|. ¢ - En faisant: — 0, on obtientfbfZ:O et
donc f=0.

b) L'intégrale étudiée est bien définie. Par ingdigm par parties(n +1)/, = (1-i)[,,,. Or I, :izl donc
(1+ i)n+1
]n = T?’l' 5

c) I,,,;€R donc foma:““asin(a:)e‘”dg;: 0 puis fomu” sin@'*)e"du= 0 pour toutp e N .

Planche98 «x Soit £ I'ensemble des suite@, )

appartient & , on pose|a|= i

n=0
a) Montrer que|.| est une norme suf .

de C telles que) _|a,| converge. Siu=(a,), .,

n>0

a,|.

+00
b) Soit F' = {a € E,Zan _1} . L'ensembleF est-il ouvert ? fermé ? borné ?.

n=0

a) Cf. cours.

b) Supposonga’) € £ — (a,) .

— 0 donc(a,) € £ et E estfermé.

+00 +00

p
§ :an _: :a’n
n=0

n=0

+00
p
S : :|a’n _a’n
n=0

Soit a=(a,) € E (il en existe). Posons=(1,0,0,..). Va >0, a+ae¢ E et|a—(a+ae)|=a donc



B(a,a) ¢ E et E nest pas ouvert.
Posonsa” =(p+1,—p,0,0,..). a” € E et "a”"HqLoo donc E n’est pas borné.

Planche99 s Soit f une fonction deR dansR et G, ={(z,f(z)),z € R} le graphe def .
a) Montrer, sif est continue, qué/, est fermé.

b) Si f est bornée et g, est ferme dan®?, montrer quef est continue.
c) Le résultat du b) subsiste-t-il i n’est pas bornée ?

a) Immédiat par la caractérisation séquentiellepdeses fermée.
b) Par I'absurde, supposons qu'il existe R tel que f n’est pas continue em.

Je>0,Va>0dzeR .Iac—a|§a et|f(x)—f(a)|> €.

Cela permet de construife, ) € R" telle quer, — a et |f(:r") ff(a)| >e€.

La suite réelle(f(z,)) est, on peut donc en extraire une suite conveeggat, ) . Notonsb sa limite. Comme
¥n €N,|f(z,.,)— f(a) >, alalimite|b— f(a)) > & etdoncf(a)=b. O (z,. () — (a:b),

(z 0, f(2,,) EG, et(a,b)¢ G, doncG, n'est pas fermé. Absurde.

c) Non, on obtient un contre-exemple avée) =1/z si z=0 et f(0)= 0.

|
Planche 100 = a) Déterminer le rayon de convergengede Z L ",
Solx3x-x (2 + 1)

b) Pourz € |-R, R| calculer la somme précédente.

I
a) Posons;, = L L0 Gn_n¥l 15 5
© Ix3x--x(2n+1) a, 2n+3 2
. 2 2"n! <= R pr2gt
b) On sait que| sin®™()dt= donc a z" = —_sin® ™t ¢t .
) < fo 28 1x 3x---x (2n+ 1) ,,Z:; ! ;fo 2 2
. <X 2z . T2ER " . ©2  2sint
Par convergence uniforme, —_sin™ ™ttt = i ¢ )t = ——= _d¢
. Sy o= [TY G- [
oo /2 i 1
Ainsi » a,z" = sini dt:f du = puis
= o (2—z)+zcost 0 (22 Hzu
+00
siz>0 alors "a,z" 2 arcta :
"0 z(2—1z) 2—x
0 alors =
Siz<0alors) a2"= argt .
= J-z(2—=z) 2—g
+00 1

Planche 101 x* Si z>1, on pose((z)=

n=1
a) Quelle est la limite dé(z) quandz — +oo .

z "

z s . n
b) Pour quels réels la SGI’IGZMI" converge-t-elle ?.
n

+00
) Si F(z)= Z@m , montrer queF’ est continue suf—1,1 et de class€* sur |-1,1.
n

n=2
d) Donner une expression plus simpleider)

b) Le rayon de convergence de la série entiere Maut

Pourz =1, il y a divergence caM ~ 1 .
n n

Pourz =—1, il y a convergence en vertu du CSSA sachantaseite((n) est décroissante positive.



c) Par les séries entiéres, estC* sur |-1,1.
Par application du CSSA permettant une majoratioredte, on établir la convergence uniforme déite sle
fonctions sur[fl,O] et donc la continuité de sa somme-eh.

+00 +00 77
d) Pourz €]-11, F'(z) = ZC(nJrl):L’" *ZZ e
n=1 p= l
On peut permuter les deux sommesE — | CVet ZZ o
p>1 p n>1 p=1

+00 +00 7!

F@)=3% =3 -3

plnlp plp(p ﬂ:) p=1

p p—T

] et on ne peut faire plus simple.

e R zSina
Planche 102 «x Pourz €]-1,1 eta € R, établir : > " ——sin(ua )= arctarE—].
—n 1—zcosx

— arctar[ rsina ] = Siha - N € ZSIn(na):c” * pour|z] <1.
dz 1-—zcosu 1- 2z cosx+z 2| Lo L =

Par intégration de série entiére, on obtient lati@h proposée.

1
Planche 103 « Soit f:[0,1 — R continue. Etudier la limite dg; Fde.

Il suffit d’appliquer le théoréme de convergencend@e (f est bornée) pour obtenfolf(t")dt — f(0).

0 |
Planche 104 x Calculer lim 0+ #dm.
n—+00 -
H(k—i—w)
k=1
I
| . n: |§ ixZ > x1=(z) avecy intégrable suf0,+oco].
k=1
n! “ 0 x| =z . ,
Quandn — +oco, IN|———— :—Zln [1+—]—>—oo carln 1+—]~— terme général s'une SATP
- =1 k k
H(k+x)
k=1
divergente.
o0 I
Par sune—ﬁ 0 puis par le théoréme de convergence domifige . nde =0
n—+-00
H(k+x) R ()
k=1 k=1

Planche 105 *x SoitQ={z€C/Rez>—1.Si

a) Montrer quef est définie et continue sut.
b) Donner un équivalent dé(z) quandz tend vers—1.
¢) Donner un équivalent d&(z) quandRez — +o0.

a) Poura >—1, on noteQ), ={z € C/Re()>a}.

t— ; est continue par morceaux QOEJ} , 2 1115 est continue suf? et pourz e,
1it < 1115 = (t) avecy intégrable sui0,1 donc f est définie et continue st .




b) /(x) + f(ac—l—l)—%l et f(z+1)——— £(0) donc f(x) ~ %1

z+1

1t 1
c) Par intégration par partiegz +1)f (z ——+ dt et|| —— Rl < ——
) gration par partiegz +1)7 (z) f(m) v 1< S
o 2, 42
Planche 106 x*xx Existence et calcul d¢(:r):f+ Mdt.
0 1+t
t— In(li—;rt) est continue par morceaux §0t+oc|, = M est continue suR et pourz € [—a,a
In(a”+1t°)|+|In(t
|In(x ! )|_| @ )| | ( )| =¢(t) avecyp intégrable. Par suit¢ est définie et continue s(R .
1+ | 1+t

Il est immédiat quef est paire. Poursuivons, en étudignsur R™
d In(z® +¢%)| 2z
dz| 1+ (z®+tH)(1+t2)

20 est continue par morceaux g0r+oo| , mHtHLZ est continue suR et

T () +1Y) (@2 + 1)1+ 19)

2z B 2
(2 + t?)A+t )|*(a Fi)At+i?)

pour z € [a,b|CR"", P(t) avecq intégrable. Par suit¢ est de classe

Ct surR*™.

Pourz =1, — fm —= 2276 s———— donc;"’(:z*):f+oo > E‘T s-dt = T
(z°+t)A+¢t°) 2°—UI+t° x+t 0 (z°+t7)A+1t%) r+1

En procédant au changement de variabtel/¢, on obtientf(0)= O et donc on peut conclure

)

f(z)=mln (:c +1) pour z € R* en exploitant un argument de continuité.

smt

Planche 107 % Pourz € R", soit f(z) = f e "dt.

a) Justifier la définition def(z) .

b) Montrer quef est classe&* sur R*".

c) Calculer f(z) sizeR™.

d) Montrer quef est continue en 0. Qu’en déduit-on ?

sint o i sint _
2 e 0 donne l'intégrabilité de.—>Te ",

a) Pourz >0, ¢

t—+o0

. s +o0 Sint . sint . .
Pourz =0, il est connu que | |ntegral9( Tdt est convergente bien que— — ne soit pas intégrable.

<e ™ =y(x) avecy intégrable. On peut donc appliquer le

b) Pourz €[a,+o0[ C]0,+oc], ‘— Lnt '“’]

théoréme de dérivation sous le signe intégralemtlare quef estC' sur ]O,+oo[.

c) Pourz >0, f’(a:)zj;msin(t)e""dt: Im[j:ooe(‘”“"dt]:—

=(C —arctanz .
or |f(m)|§f e dt = 1—>O doncc =2 >

(n+1)m (n+1)7 g
d) f(z)= Zf i sm(t) e “dt. Posonsu, () :fm+ %@)e"“dt. Par application du CSSA, on établir que

la série de fonctions continu@u converge uniformément Sl[m]] , On en déduit que sa somme, a savoir la

sin L -
fonction f, est continue en 0. On peut conclure %ﬁe —td =% (intégrale de Dirichlet).




Planche 108 «xx Soit & un réel non entier.
a) En utilisant la fonctior2x -périodique coincidant avec— cosgz ) sur [—Wﬂr] , calculer

1+ 2&22 )
n=1 n
&R ()
b) En déduire) .
n=1 n
_ T
1+t sinar

c) Ici 0< a < 1. Montrer quef

a) La fonction2r -périodique étudiée est continue@t par morceaux dont développable en série de Fourier
_ 2a(-1)" sin@err)
m(a® —n?)

1+ 20422 (1) ar

—~ o’ —n? Sln(om)

etb, =0. La valeur en 0 de ce développement permet diétabl

n

b) Par convergence normale, la fonction- Z )

> est continue suj0, 2. En passant a la limite quand
— 1n —Q

. = (-2 am 7’
0, on obtient =Ilim - —1l|=——.
“ ; n’ a—0 2a sin(r) 12

0 f+oo]1§a+1 fl:;j:r; t+f+oo
_f Z( e Hrde = Zf (-t Hndt—i—f ( 1yt ndy

tafl

® 147t n=N+1
a—1+4n a+N 1
Par le CSSA df| < f t**Ndt=—= 0 donc
n=N+1 ]V-4f(¥‘+’1
1 ta—l 400 B 400 (71)7:
dt= —Irpettr =)y
j; 1+t ;L D Z n+a
Paru =1/t f+m e dt = f Z SEDT par la méme démarche qu’au dessus
“Ji 14t ou+1 = n—Q .
. + a— 1 ( 1y1 P
Par suite +2a - .
j; Z “n? sin(r)

Planche 109 * Résoudre le systeme différentiel suivant :

I/:y+z
y =
z/:ererz
011 -1 2 0
A=|1 0 0|, Sp(4)={-1,2,0, E ,(A)=Vect| 1|, E,(A)=Vect|1|, E,(A)=Vect| 1|.
111 0 3 -1
-12 0 -1 00 e ) z(t) = —de " + 2ue®
P=|1 1 1|,P'AP=|0 2 O, Y=P'X=|pe”|, jy®)=Xe ' +pue® +v.
0 3 -1 0 0O v 2(t) = 3ue® —v

Planche 110 +* Résoudre I'équationz’ +1)y” +zy’—y = 0.

L’espace des solutions est de dimensiog(2) = = est solution immédiate. Par la méthode de Lagrésige

quelques déterminations de primitives non triviptas obtient aussi(z) =+/z>+1 ce qui fournit un systéme
fondamental de solutions




Planche 111 x a) Soitaw € R . Trouver lesf € C'(R xR, R) telles que w%ﬂ/%: af .
z )

b) Trouver toutes leg € C'(R xR*",R) telles que x% + y% =L+,
Z Yy vy

a) On passe en coordonnées polaires aveg/z” +1y° et = arctar- de sorte que: =rsind et y=rcos.
Y

On parvient af (z,y) = (z* +y?)”?+ C(z/y) avecC une fonction de classé'.

b) Idem, on parvient &(x,y)zggxlﬁwa +C(z/y) avecC une fonction de classé'.
Y

Planche 112 xxx Soitk€]0,1 et f € C'(R,R) telle queVz € R,|f'(z)| <k .
On définit o : R? — R? par o(z,y) = (y + f(x),z+ f([v)) .
Montrer quey est unC'-difféomorphisme deR? dans lui-méme.

¢ est une application de clasgg.

z+fy)=b |z=b—f(y)

Considéronsy, 1y +— y+ f(b— f(y)) . ¢ est continue dérivable et/ (y) =1— f'(y)f' (b — f(y)) donc ] (y) >0
car |f’(y)f’(b—f(y))| <k®<1. Par conséquent est strictement croissante. De plfigtantk lipschitzienne :
|£())— f(O) < klf| donc|f(t)|<klf|+|f(O) puis|f(b—f)| < klb—f@)|+[FO)<k?[y|+¢ par suite

@, (y) > A=)y — b ——=—+00 ety (y) <(—k*)y +{—————oc doncy, réalise une bijection d&

smumwema@@yﬁ4mw¢{y+ﬂ@—a¢wy+ﬂbf@»—y

=1
vers R . Par conséquenty(z,y) = (a,b) < y=¢, () _
z=b—¢;(a)
Finalement, I'applicationy est bijective et de class® . De plusJacy, , = [f ;:s) f/t )] ot
Y

detJag, , =/ ¢ J 4 ) ¥ car |f’(:r)f’(y)|§l<;2 <1 doncyp est unC*-difféomorphisme.

Planche 113 * Soita>0. On pose, pour >0 ety >0, f(z,y) =22 +y° +—
Ty

Montrer quef admet un minimum absolu et calculer ce dernier.

Soit z > 0 fixé.

L’application y — f(z,y) a pour dérivéer—L2 , elle donc minimale ey = 3 21 .
Ty 45

2
Considéronsy : z — f(z, J—) = 2° L 3/&2 _
2z 2\ z
J2a?

g est dérivable suR* * et ¢'(z) = 2z — el () =0& 6% = 2% 23@1-4\1/%

¢ est minimale pour: = 4a/2 , puis f admet un minimum ek/a/2,4a/2) de valeur2y/2a .

Planche 114 * Soit I, _ff dady . Déterminer la limite dd, quandn — +oo.

OF1+az" +y"

A= [ daty < [ 67y Maly =2 0.




o’f o°f

+ =0
z? 0y
Soit p:R* — R définie parvr e R*, o(r) = j:ﬂf(rcose 7 sirg 6 .
a) Montrer quey est dérivable.

b) Calculery’ et en déduirey . On pourra interprétery’(r) comme la circulation d’une forme
différentielle sur un contour simple.

c) Soit D le disque de centre 0 et de rayBin Quelle est la valeur dffpf(x,y)da:dy ?

Planche 115 % On considéref : R> — R de classeC? vérifiant :

a) g:(r,t)— f(rcost y sint )estC' doncg et% sont continues sUR x [0, 2r| et estC' surRR .
T

b) ()= | "ot ¢ cow v sin ¥ siall o casr, sndg.

0 ox oy
En notantI’ le cercle de centr® et de rayonr parcouru dans le sens direct2tle disque correspondant,
0= [ ey o= [f SE e f ey Xy =0

On en déduitp’(r) = 0 pour r =0, puis par continuité pour toutc R .
Par suite la fonctionp est constante égale@0) = 2rf (0,0).

o) [ fay)dady :fORf:”f(rcosg 7 sid ydodr = 7R2f (0,0.

Planche 116 *xx Soit O,A,B les points d'affixes respectiver,r exp¢r/ 4, avecr > 0. Soit ', I'arc
paramétré deC constitué du segmerfrD,A] , orienté deO vers A, de I'arcC. du cercle de
centreO et de rayonr d'origine A et d’extrémitéB et du segmer{tB,O] orienté deB vers
0.

a) Calculer!, = fr e (dz +idy) .
b) Que dire de la limite dd, = fc ¢ " (dz +idy) quandr — +oo ?

¢) Qu’en déduire ?

a)fF e’“””y)z(dac—i—idy):fr P(z,y)dz+Q(z,y)dy aveCP(ac,y):iQ(x,y):e_(”W.
Or 8—P(m,y): —2i(w+iy)e T :%(fc,y) donc f e (dz +idy) =0
oy oz &

. /4 g L. .
b) J = fc ‘e"(””wz(d:rJridy): fo re " @+ T (5ing —j cog Yt

donclJ | < f re " o2 — f e du < [0 Ko e

5|nl> I

ie g —0..

/4
7£ur2
r

0

_ o . T2 _ N2 n _ l+ Z
(z+iy) _ t (z+iy) it?
C) [O,A]e (dz +1idy) = j; e ' dt et ﬁB’O]e (dz +idy) = f

+o00 2 . 7 5
Sachantquef e’ dt_g on obtient lim cost + sint’dt =/ 2 et lim f cost’ — sint’dt = 0
0 r—+00 r—+o0d 0
+00 400
d’otl I'on conclut lim cost’dt = lim sint’dt zﬁ.
r—+ood 0 r—+00d 0 2\/5

Oraux Mines-Ponts Géomeétrie

Planche 117 # Soit (z,7,2) € R® tels quee” +e” +e” =0. Montrer quee® +e* +e? =0.



Puisquee” +e” +-¢“ =0,0nal+e” +e’ =0 aveca=y—z etf=z—=x.

Ainsij |C0s + COF =— .

sina+ sing= 0
sina+ sind= Cdonnea=—3 [2r] oua=7—3 |[2n].
Sia=m—F |[2r| alors la relationcose + cogl =— :donne0=—1.
llrestea=—p3 [2r] etalors2cosn=— 1donnea = iz—; [2n].

Par suitee” = j ou j°.
On obtient alors aisémeft- e** +e?’ puis e®” +e? +e* =0.

Planche 118 *x Soit £ un espace euclidien de dimension-3une rotation et une symétrie orthogonale.
Reconnaitresoros .

Pour fixer les idées = Rot, ,. soros est un automorphisme orthogonal Heet det(s o os)= 1donc

soros estune rotation. On obseryeo r o s)(s(v)) = s(v) doncsoros estune rotation d’axe dirigé et orienté
paru. tr(soros)=tr(rosos)=trr etsiv estun vecteur non colinéaireua

Det(s(u)s@),oros)s@))=— Detis p r ¢ ))doncsoros estune rotation d'angled . Finalement,

soros=Rot, ,.

Planche 119 xx Soit f et g dansSO,(R) tels quef =g et go f= fog. Montrer quef et g sont soit deux
rotations de méme axe, doit deux symétries deadraitthogonales.

f et g sont des rotations vectorielles et puisque ¢ , on peut supposer, quitte a échanger, fiueld .

Si u dirige I'axe def alors f(g(u)) = g(f(u)) = g(u) donc g(u) appartient a I'axe d¢ puis g(u) = Au . Or
g est une isométrie dong(u) = +u . Si g(u) =wu alors g est une rotation de méme axe gueSi g(u) = —u
alors v un vecteur unitaire de I'axe de la rotatigpnOn a(u |v) = (9(u) |g@))= u |v)=— (@ |v) donc

(u|v)= 0. Les axes d¢f et g sont donc orthogonaux. De plus, puisque {v}L et g(u)=—u, g estun
demi-tour et il en est de méme paofur

Planche 120 * Calculer la longueur de la courbe d'équation pelai= a(1+ cod ).

. ds
"(0)=—sing, —=2
p'(0) ”

cosg‘rﬁ_fﬂ cog = 8
2 - 2

cos%‘.L_Zf:

Planche 121 «x Soit C la courbe d’équation polaire = /cos(2 ).

a) TracerC'.
b) Calculer la courbure aux points ou elle estrdéfi
c) Calculer I'aire délimitée par la courlge.

a) Une lemniscate de Bernoulli.
ds J?2 cosV =—sin2 . cos?
b) —= ,a=0 1. , V=mn/2+20 puisy=—F——.
& Jeosd ' {smv =cos2 ! SR J2

w/
C) Azziw/Zcosﬂ a=:

Planche 122 « Etudier la conique d’équation’ +3zy + 2y° —2 — 2y + 1= 0.

+4/10

A _[ 1 3/2] de valeurs propregz—. C’est une conique a centre. Par annulation degéss partielles,

32 2

le centre esf) 31 I&Jr;/ﬂ)wz J10- 3,

. On obtient pour équation rédui ——2y +1= 0. C'est une hyperbole.




Planche 123 *x Soit r dansR™ . Dans le plan euclidie® , soient4 et A’ deux points tels quw =3r

C (resp.C’) le cercle de centrel (resp.A’) et de rayon (resp.2r).
Décrire {M € P;d(M,C)=d(M,C")} .

d(M,C)=|AM —r| etd(M,C')=|A"M—21|.

Siun pointM est égal a distance dk et C’, la configuration géométrique en cours imposeapipoint est
extérieur au cercl€ et au cercle?’ . On a alorsd(M,C)=AM —r etd(M,C")= A'M — 2r . Par suite
d(M,C)=d(M,C") & A'M — AM =r. L'ensemble{M € P;d(M,C)=d(M,C’)} apparaitdonc comme une
branche d’hyperbole. Plus précisément, c’est ladita contenanti d’une hyperbole de foyerd et A’. Pour
cette hyperboleq =1r/2 et c=3r/2.




