Sujets d’oral de math posés par M.AHRAR_session 2008
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Exo 1

X+y+z=1
. . . . R L mx+y+z=m
m étant un parametre réel, résoudre le systeme linéaire : .
X+my+z=1

X+y+mz=m

Exo 2

Pour x € R, on pose : f(x) =>_
n=1
1) Montrer que f définit une application continue sur R.

2) Montrer que  lim f(x) = z. (voir que [t > 0 — —Z ] est décroissante pour x > 0)

2,42
X—>+00 X+t

2X
x24n2 *

A
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Exo 1

Soit SL,(2) = {( Z Z ) e M2(R) tq a,b,c,d e Zetad-bc = 1}

1) Montrer que SL»(Z) est un sous groupe de GL,(R).

. 0 1 11
2) Soient S = etT = :
-1 0 01

a) Calculer S2 ; TST ; et T" pour tout n € Z.
b) Soit G le sous groupe de SL,(Z) engendré par S et T.

10
Montrer que Vne Z U, = ( ) e G.

n 1

2) Soit M = ( Z Z ) e SLy(2), on pose : (M) = inf(lal, bl |c], |d])-

a) Pour tout n € 7, calculer UyM ; T"M ; MU, ; MT ™.
b) Montrer par récurrence sur f(M) que M € G.
c) Conclure.

Exo 2

. 1
Existence et calcul de | = j dx

0 43 (1
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Exo 1

Calculer le réel a = inf j x2(In(x) — ax — b)2dx.
a,beR

( Penser a considérer un espace prehilbertien C([0,1],R), muni d’'un produit scalaire
convenablement choisi ).

Exo 2

Rayon de convergence et somme des séries entieres »_anx" et D b,x" avec :

__ cos(na) _ sin(na)
& = TEn@) eth, = e (ae R\Z,n>0)
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Exo 1
Soit (C) la courbe definie en polaire par : r = a,/cos(20) , 0 € [0, 7-], a > 0, donné.
1) Construire (C).

2) Montrer que la longueur de la courbe (C) est aj

Exo 2

Etudier la convergence des séries de termes généraux :
n n
(Up = 2% n>2): (Vg = ':(”) n>1); Wy =22 n>1). «réel donné.

In(m™ In() *

A
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Exo 1

Soit n € N*, trouver les couples (a,b) € R x R pour lesquels aX™?! + bX" + 1 est divisible par
(X -1)2.

Exo 2

_Z (- 1)k 2k+( l)n+1 ul

1+u?

2) Montrer que I appllcatlon (U — |1n(u)

3) En déduire QUej Inw 4, Z o™

1402 (2n+1)2

] est intégrable sur ]0, 1].

4) Soitx > 1, calculer g(x) jo (Xzﬂ;;i/m.

5) Vérifier que g est intégrable sur [1,+oo[ et calculer ng(u)du en fonction de a.
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Exo 1

Soit E le R-espace vectoriel R[X] et (X ")nen Sa base canonique.
1) Montrer que Vn € N 31T, € R[X] telque: V¥x € R T,(cos(x)) = cos(nx).
2) Vérifier que pour n > 1, deg(T,) = n et le coefficient dominant de T, est 2",

3) Montrer que la relation (P/Q) = j: %Qts)dt définit un produit scalaire sur E.

4) Vérifier que I'orthonormalisé de la base canonique de E par le procédé de Schmidt est la
famille (Un),.; donnée par: Up = - et vn e N*  Up = JETh.

Exo 2
Développer en série entiére la fonction f(x) = f; e~t*dt et en déduire une valeur approchée a

103 prés de o = f(l) e-tdt.

A
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Exo 1
Soit (C) la courbe définie en polaire par : r = th(%)

1) Construire (C).

2) Chercher I'abscisse curviligne d’origine (6o = 0) de (C).

3) Chercher le centre de courbure au point de coordonnées polaires r et 8, conclure.

Exo 2

Rayon de convergence et somme des séries entiéres > S,x" et > (-1)"Syx" avec :
Sh=1+3+..+%,n>1

A
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Exo 1
Soit (S) la surface d’équation : x? +y2 —z? = 1 et § un réel positif.
Trouver 'ensemble (C) des points M de (S) tels que la distance de O au plan tangent a (S) au

point M est 6.
Quelle est la projection orthogonale de (C) sur le plan (xOy).

Exo 2
Montrer que la série de terme général u, = —2"— | est convergente et calculer sa somme.

n4+2n2+9

A
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Exo 1

Trouver tous les polynédmes P, Q de R[X] vérifiant :
XX-1DP+(X+1)Q = X2

Exo 2

Ms
2|

Montrer que [t — —-] est intégrable sur ]0,+o[ et que j;oo -t =

et-1

1l
U

n

A
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Exo 1

Quelle est la matrice dans la base canonique de R? de la réflexion du plan P = vect(e,f ) ou
e=(110et f=(1,1,1).

Exo 2

Con
2n-1

On pose : f(x) =) (-1)"
n=0

1) Quel est le rayon de convergence de cette série entiére ?

2) Montrer que 2f = (1 + 4x)f ' et en déduire f.

X",
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Exo 1

XX si(xy) # (0,0
Soitf(xy) = < X x,y) # (0,0)

0 si (x,y) = (0,0)
1) Montrer que f est continue sur R?.
2) Montrer que f est de classe C ! sur R?\{(0,0)} mais pas sur R?.

Exo 2
L . , s 14
Montrer la convergence de la série de terme géneral : (u, = jg Qco‘iﬁ ,h>0) et calculer
sa somme.

A
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Exo 1

Soit nun entier> 2, P(X) = (X+1)"-X"-1 € C[X].
Déterminer les valeurs de A pour lesquels P admet des racines de multiplicité > 2.




Exo 2
1) Montrer que pourt € [0, Z-]Jona: 0 < 2t < sin(t).

1
2) Pour n € N, montrer que j( i S [
(1+t2[sin(t)]) 2

_of7 ___d
0 (1+n2nzsm(t))% J. (1+n27r25|n(t))i

3) En déduire que I'application |:t — %J est intégrable sur [0, +oo].
(L+2sin(h)]) 2
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Exo 1l
Mettre sous forme de produit de facteurs les déterminants suivants :

1 cos(x;) cos(2x1) cos(3x1)
1 cos(x) 1 cos(y) cos(2y) |: i cos(X2) c€0s(2x2) cos(3x2)

1 cos(y)

1 cos(x) cos(2x)
" cos(Xs) €0s(2xs) cos(3Xs)

1 cos(z) cos(2z) 1 cos(x4) €0S(2Xs4) C€OS(3X4)

Généraliser ces résultats a un déterminant d’ordre n.

Exo 2
Soit E = C*([0,1],R) et pour tout fe E N(f) = I, + ||f'|
1) Montrer que N est une norme sur E.
2) Soit T : E » E l'application définie par : Vf € E T(f) est la primitive de f sur [0,1] qui
s’annule en 0.
Montrer que T est linéaire continue et calculer sa norme.

A
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Exo 1
011

Soit A = 101 e M3(R).
001

Calculer le polyndme minimal de A et en déduire A, A3, A5,

Exo 2

Existence et calcul de I'intégrale impropre : ji
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Exo 1




2 0 4
Soit A = 3 -4 12
1 -2 5

(i) Ecrire AP (p € N) comme combinaison linéaire de I3, A, et A2,
(i) Calculer exp(A).

Exo 2

Soit f : R — R une application de classe C? sur R telle que :
vxeR  f(x)+ fé(x—t)f(t)dt =1 (%)

a) Montrer que vx e R f(x) +f"(x) = 0.
b) Déterminer toutes les applications de classe C? sur R vérifiant (x).
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Exo 1l
Soit u 'endomophisme de R? représenté dans la base canonique de R® par la matrice
2 2 1
A=+l 2 1 2
1 -2 2

Donner la nature et les caractéristiques géométriques de u.

Exo 2

Rayon de convergence et somme de la série entiéere :
> anx" avec a, = nl" n > 0.
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Exo 1
. . . L 1
Soit f: R? — R I'application définie par : V(x,y) € R? f(x,y) = jo(ﬁ —xt —y)2dt.

1) Montrer que f est de classe C* sur R2.
2) Montrer que f admet un unique minimum absolu sur R? qu’on déterminera.

Exo 2
Nature et somme de la série numérique de terme général : u, =

1
ch(nx).ch((n+1)x) *

On pourra remarquer que : sh(x) = sh((n + 1)x — nx).
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Exo 1

En munissant R,[X] d’'un produit scalaire convenablement choisi, calculer le réel :
a = inf j;w(t2 —at — b)2etdt.

a,beR

Exo 2
Rayon de convergence et somme de la série entiére : > a,x" avec % n>0.

A
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Exo 1

X+y
(14x 2)(1+y 2)
1) On pose : F = [0,1] x [0,1] , justifier que la fonction f est bornée sur F ety atteint sa
borne supérieure. On pose alors M = sup f (X,y).
a N xy) F
2) Calculer —-(x,y) et W(x,y).

On considére la fonction f : R?>» R définie par : f (x,y) =

3) On suppose que la borne supérieure est atteinte en un point (a,b) de I'ouvert ]0,1[x]0, 1].
Montrer alors que f (a,b) = %

4) Calculer lesréels a = sup f(0,x) et g =sup f(1,x).
x €[0,1] x €[0,1]

5) Comparer les réels a et g a % ( On pourra utiliser la calculatrice ).
6) En remarquant que f (x,y) = f (y,x) déduire la valeur de M.

Exo 2
Quelle est I'équation de I'hyperplan H de R contenant le vecteur e = (0,0,1) et la droite

d’'quation :
X+y+z=0
X—y+22=0
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Exo 1
Soit f 'endomorphisme de R? représenté dans la base canonique par la matrice :
8 -1 —4
A=+l -1 8 -4
4 -4 -7

Reconnaitre f et ses caractéristiques géometriques.

Exo 2




- o o o
Rayon de convergence et somme de la série entiére : > anx" ; (an = ez 0 N2 3)

A
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Exo 1

- =
|

Soient (P) un plan affine réel muni d’'un repére R = (O, T), et f I'application affine

X'=X-2y+2
y' = 4x-5y—-2
1) Trouver 'ensemble des points invariants par f.
2) Trouver 'ensemble des droites invariantes par f.
3) Soit D la droite d’équation : x+y + 3 = 0.
a) Trouver f (D).
b) Trouver 'ensemble des points M de D tels que f (M) € D.

représentée analytiquement par : {

Exo 2

Etudier la convergence des séries de termes généraux :

(un = sin(4) +atan(5) +bIn(2L) , n > 2), a,b réels donnés.

A
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Exo 1l
11 -1
Soit u 'endomorphisme de R3 de matrice A = 111 dans la base canonique.
11 1

1) Diagonaliser la matrice A et trouver les sous espaces propres de u.
2) Déterminer les sous espaces vectoriels de R?® stables par u.

Exo 2

0sim=n

_1
m2-n2

Si(m,n) e NxN, on pose : Unn = i .
sim=n

o0
a) Montrer que pourm = 0ona: 3 Ums = —-25.

b) Calculer i ( i um,n> et i ( i um,n>.

m=1 n=1 n=1 m=1
c) La famille (Um,n) i myensny €St -€lle sommable 2

A
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Exo 1

3 10
Soient A = 4 -1 0 |,E=R3 et fe £(E)de matrice A dans la base canonique.
4 8 2
1) Montrer que A n’est pas diagonalisable et déterminer ker(f — id)?.
ao0o
3) Montrer que A est semblable a une matrice de la forme : 0 b1
0 0b

Exo 2

Existence et calcul de f07 sin3(2t) In(tan(t))dt.
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Exo 1
m étant un parameétre réel, résoudre dans R? le systéme linéaire :

X+y+z=m+1
mx+y+(MmM-1z=m
X+my+z=1

Exo 2
Pour n € N, on consideére I'équation différentielle :
(En) (n+1)y' —@2n+1)y +ny = 0.

Soit y, la solution de (E,) vérifiant : y,(0) = 0 et y,(0) = 1.
1) Montrer que la suite (yn) converge simplement sur R.

2) Montrer que pouru <0,ona:0<e'-1-u< ”—22
3) En déduire que la suite (y,) converge uniformément sur tout [0,w], w > 0.

A
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Exo 1

X' = X+y+sin(t)

/ j—

Résoudre le systeme différentiel : (S)
y' = -x+3y

d’'inconnues x et y deux applications dérivables sur R.
Indication :
On commencera par résoudre le systéme homogene aprés réduction de sa matrice.

Exo 2
Calculer f” — & et étudier I'existence de jgw —dx

0 1+e"7sin(x) 1+eX [sin(x)|




A
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Exo 1
0 -1 2

On considére lamatrice A=| 0 0 -1 | < Ms(R) etsoient les polynémes :
1 1 1

91(X) = $(X+1)?; qa(X) = =5 (X2 +2X = 3) ; ga(X) = 5 (1 - X?).

1) Calculer le polynéme caractéristique de A et montrer que A n’est pas diagonalisable.

2) Soit w : Ry[X] — R?

P — w(P) = (P(1),P(-1),P'(-1))

a) Montrer que w est un isomorphisme de R-espaces vectoriels et en déduire que (qi1,02,q3)
est une base de R;[X].

b) Soit P € R;[X], déterminer en fonction de P et P’ les coefficients a1, a2, a3 tels que :
P(X) = (qul(X) + azqz(X) + Otgq;;(X).

c) Montrer que pour tout polyndéme f € R[X] on a: f(A) = f(1)q1(A) + f(=1)g2(A) + f'(-1)gs(A).

3) On note E la R-algebre R[A], donner la dimension et une base de E.
Exo 2

Résoudre I'équation différentielle : (E) y" — 3y’ + 2y = t.ch(t).
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Exo 1

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie égale n > 1 muni d’une base
B = (e1,€2,...,€en), on munit E d’'une norme ||. || et on munie £(E) de la norme subordonnée a
celle de E, qu'on notera : |||. |||

p
Soit u € £(E) pour tout entier naturel p on pose : sp(U) =) ‘Ii—f
k=0

1) Montrer que la suite (sp(u))pen €St CONvVergente.

On note exp(u) = L'IQ Sp(u) dite exponentielle de u qu’on note : exp(u) = ‘;—,k
k=0

2) Soient F le sous espace vectoriel de £(E) donné par : F = vect({uP ; p € N})

Montrer que F est de dimension finie et que dim(F) < n.

3) Montrer que exp(u) est un polynéme en u de degré < n - 1.

cad : 3P € Kna[X] tg exp(u) = P(u).

4) Exprimer ce qui précede en terme matriciel.

Exo 2

. - _ X7
Trouver les primitives de g(x) = prae
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Exo 1

abwb
Soienta,b € CetA = b ab
b b a

1) Diagonaliser A et calculer A" pour n € N.
2) A quelle condition A est-elle inversible ?
On suppose que A est inversible, calculer A" pour n € Z.

Exo 2

Soit E le R-espace vectoriel des applications continues de [0,1] vers R.
Pour f € E, on pose : N1(f) =sup |f(x)| et No(f) = j; el|f(t)|dt.

0=<x<1

1-nt sitel[0, 1]

0 si te[i,1]

1) Montrer que N; et N, sont deux normes sur E.

2) Etudier la suite (f,)n=1 dans (E,N;) et dans (E,N;). Que peut-on conclure ?

Pourn>1lette [0,1] on pose: fy(t) = {
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Exo 1

X'=3x+y-2
Résoudre le systeme différentiel : (S) y'=Xx+y+2z
7' =2x+2z

d’'inconnues x, y, et z trois fonctions dérivables sur R.
Indication :
On commencera par réduire la matrice de ce systeme.

Exo 2
Discuter selon (a,b,c) € R3, I'existence de l'intégrale impropre :

| = Hw(x [£L —a—bx - £)dx

Calculer | en cas d’'existence.
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Exo 1
8 6 -10
Soient A = 1—15 -10 5 0 et f 'endomorphisme de R® de matrice A dans la base
6 -8 5

canonique.



a) Montrer que ker(f) L Im(f).
b) Ecrire la matrice de f dans une base orthonormale directe de R3 formée d’une base ker(f)
et d’'une base de Im(f) et en déduire la nature géometrique de f.

Exo 2
Résoudre I'équation différentielle : (E) y" — 3y’ + 2y = t.sh(t)

A
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Exo 1
101 1 2
. . . . A1 1 1
A étant un paramétre réel, calculer le rang de la matrice C = L 13 3
4 2 0 2

Dans le cas ou C est inversible, calculer C1.

Exo 2

xy(x2-y?) .
———si (x,y) # (0,0
Soit f (X,y) = x2+y? ( y) ( )

0 si (x,y) = (0,0
1) Montrer que f est continue sur R?.
2) Montrer que f est de classe C ! sur R?.
3) Montrer que f est de classe C 2 sur R?\{(0,0)} mais pas sur R2.
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Exo 1
311

SoitB = 1 3 1 |. Calculer B" et exp(B).
113

( On utilisera deux methodes dont I'une reposant sur la diagonalisation de B )

Exo 2

On se propose d’étudier la convergence de la série de terme géneral

_ (n+1)7r dt
Un = -[ e (L2sin))32
1) Montrer que : Vu € [0,Z]  £u < sin(u).

2)Montrerque : vne N  0<up< 2[3/2 du

- (1+n%x2sin(u))32




3) En déduire que la série >_ u, est convergente.
n= 0

4) Montrer que f(t) = définit une application intégrable sur [0, +oo[.

(l+t2|sm(t)|)3’2

A
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Exo 1

Factoriser dans R[X] et dans C[X] le polyndme X ° — 1.
En déduire les valeurs de cos(&X) et sin(&~) pour k € Z.

Exo 2

Pour x réel, on définit : f (x) = j 20 Gt et g(x) = j et dt.
1) Montrer que f et g sont de classe C LsurR.

2) Montrer que f+g? est constante.

3) En déduire la valeur de jgw et?

A
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Exo 1
2 00
1) Réduire la matrice A = 3 43
3 65

2) Donner un polynédme annulateur de A qui est de degré 2.
3) Trouver pour tout entier naturel n deux coefficients an, b, tels que : A" = a,A + byls.

Exo 2
Discuter selon (a,b,c) € R3, I'existence de l'intégrale impropre :

J=j1 [ +(bt+c)|n<t2tl> Jat

Calculer J en cas d’existence.
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Exo 1l
Soit s 'endomorphisme de R?® représenté dans la base canoonique par la matrice :
-2 6 -3
A=< 6 3 2
-3 2 6

Reconnaitre la nature de s est donner ses caractéristiques géometriques.



Exo 2

Existence et calcul de : IOT #ﬁ?an?(o .
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Exo 1

3—-a a-5 «
Pour ¢ € R, onpose: A, = -0 a-2 «
5 -5 =2
1) Montrer que A, est diagonalisable si et seulement si ¢ = 0. Calculer Aj pour n > 1.
2) On suppose que a + 0, trouver u,v € R et Q, € GL3(R) tel que :
uoo
QlAQ.=| 0 v 1
0 0v

v 1 P
3) On pose J = ( 0 ) calculer J" pour n € N* et en déduire AJ.
v

Exo 2
Trouver les primitivesde : F(x) = (x—a)" ; neZ ; aC.

A
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Exo 1
7 1 4
Soit A = -1 -7 4 et ¢ € £(R®) de matrice A dans la base canonique.
-6 6 O
1) Calculer le polynéme caractéristique de ¢ et en déduire que ¢ = 0.
00O
2) Déterminer une base de R? dans laquelle la matrice de ¢ est B = 100
010

3) Montrer que pour tout n € N*, il existe y, € £(R3) telle que : (yvn)" = id + o.
4) Trouver un endomorphisme 6 de R? tel que : exp(0) = id + ¢.

Exo 2

2X dt
x In(1+t2) °
1) Montrer que f est définie continue impaire sur R*.

Soit fla fonction définie par : f(x) = j




2) Soit g une primitive de (t — m> sur R**,

a) Exprimer f en fonction de g et étudier les variations de f sur R**.
b) Donner I'allure de la courbe de f.
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Exo 1

1) Justifier 'existence du réel : o = inf fglz(t2 — at — bcos(t))?2dt.
a,beR
2) Munir E = C([0, %],R) d’'un produit scalaire convenablement choisi calculer la valeur de a.

Exo 2
Soit f: R — R I'application définie par : f(x) = e’ jz etdt.

1) Montrer que festde classe C*surRetvx e R f'(x) + 2xf(x) = 1.
2) Soit I'application h :]0,+w[— R définie par: ¥vx >0 h(x) = %exzf’(x)
Montrer que h est décroissante.
3) En déduire I'existence d’un xo €]0, 1] tel que : ﬁexéf’(xo) = 0.
En déduire le sens des variations de f.
4) Montrer lim f(x) =0 et f(x) ~ - et lim f'(x)=0
+00

X—>-+00 X—>+o0
5) Montrer lim f(x) = 0 et f(x) ~ x.
x-0 0
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Exo 1l
1) Montrer que ¢(x,y) = (xy, 3-) définit un C ! — difféomorphisme de R*" x R** sur R** x R*",
2) Déterminer toutes les applications f : R** x R** — R de classe C? sur R*" x R** et

e L . L . 2 2
vérifiant 'équation aux dérivées partielles : x2= — yij; = 0.

Exo 2
1) Etudier 'ensemble de définition, la continuité, la dérivabilité et les variations de la fonction

: f(x) = jgw e g

1+t 2

2) Calculer f (x) et étudier la série D f (n).
n=0
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Exo 1l
Soit (S) la surface d’équation : z3 = xy.




. . . . . _ X =2
Trouver les plans tangents a (S) qui contiennent la droite d’équation : { 5.3
y=9o7-

Exo 2
Soit E = C([0,1],R) muni de la norme |. ||, , et u la forme linéaire définie sur E par :

u(f) = jlf(t)dt. Montrer que u est continue et calculer sa norme.
0

SoientF =<{feE tqg f(0) =0} etvlarestrictiondeuaF.
Montrer que v est continue et calculer sa norme.
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Exo 1

n
Soient us,...,u, des réels tels que : |ui| = L et > u? = 1.

i=1
: .. uiy;  si (1,)) = (4,1
Soit A = (aij) € Ma(R) telle que : Vi,j aij=< @ (_ _J) (L
u?+a si (i,j) = (1,1)

Déterminer le polynbme caractéristique de A.

Indication : Faire le cas n = 2 ; et pour n > 3, considérer une base (es,...,en) telle que :
e1 = (Ug,...,Un) ;€2 = (1,0,...,0) ; et vect(e1,e2)* = vect(es,...,en).

Exo 2

Ug € R

vn e N Un+1 = 31/7Un—6 '

Etudier selon la valeur de ug la nature des suites : {
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Exo 1

Diagonaliser la matrice : A =

Exo 2

In(t)

5] est intégrable sur 10, 1[ et que jl o gt =y —L

0 t2-1 2n+1)2 °
n=0

Montrer que [t —

A

SUJET 043 /08

\4

Exo 1




Soit E = R3[X] et ¢ : E - E l'aaplication définie par : ¢(P) est le reste de la division
euclidienne de AP par B, avec A = X4-1,etB = X4-X,

1) Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.

2) Déterminer ker(p) et Im(¢).

3) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de ¢.

Exo 2

Trouver les primitives de : f(x) = ——L——,
P ( ) X=1+JX2+2x+5
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Exo 1
E = R® muni de sa structure Euclidienne canonique et x = (1,1,1).
Soit le plan P = vect(e,f), oue = (1,1,0) etf = (0,1,1).

Calculer d(x, F).

Exo 2
Soit f: R — R l'application 2z-périodique définie par :
_ x? t2 H
f(t) =55 -7 site] —m,x].
1) Déterminer la série de Fourier trigonométrique de f et étudier sa convergence.
2) En déduire Y, L2
n=1
3) Etudier la convergence et la somme de la série obtenue en dérivant terme a terme la série
de Fourier de f.
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Exo 1

Soit (S) la surface d’équation: x3 +y® -z = 0. et A(0,0,1).
1) Déterminer les droites tracées sur (S).
2) Tracer I'allure de 'ensemble des points M de (S) ou le plan tangent a (S) contient A.

Exo 2

1) Montrer qu'il existe une série entiére > anx" de rayon de convergence R > 0 dont la
n=0
somme s est solution de I'équation différentielle : 3xy ' + (2 — 5x)y = x.
2) Calculer une valeur approchée de s(1) a 10~ prés.

A
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Exo 1

3 1 0
Trigonaliser la matrice : A = -4 -1 0
4 -8 -2

Exo 2
Soient A € R* et f: R — R l'application 2z-périodique définie par :
Vvt € [-m,n[ f(t) = ch(At).

Utiliser la série de Fourier de f pour calculer les sommes S(1) =) ﬁ etT(A) =>_
n=1 n=1

="

A24n2 °
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Exo 1
Etudier la convergence des suites (uy) ; (Vn) ; (W,) définies par :

S5Uny1 = 3Up + Vp + Wh
UOZ_%;VOZO;WOZJ-; etvne N 5Vn+1ZUn+3Vn+Wn

5Wn+1 = Un + Vn + 3Wn

Exo 2

Soit g une fonction continue sur [0, +oo[ a valeurs réelles et (Eq) I'équation différentielle :
(Eg) ¥y +y = g(x) ; d’inconnue y, application dérivable sur [0,+o[ & valeurs réelles.
1) Soit f une solution de (E4), montrer qu’il existe un réel o tel que :
Vx € [0,+0[ : f(X) = a.e* +e f(x)g(t)etdt.
2) Soit f une application de classe C! sur [0, +o[ a valeurs réelles telle que :
lim (f'(x) +f(x)) = 0. Montrer que lim f(x) = 0.

X—+00 X—>+00

A
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Exo 1

) . e x' = Xx+y+cos(t) —sin(t .
Résoudre le systeme différentiel : (S) Y ( ) ® ; d’inconnues x ety
y' = —x+3y+sin(t)
deux applications dérivables sur R.
On commencera par résoudre le systeme homogéene en s’appuyant sur la rédution de sa

matrice.

Exo 2

Rayon de convergence et somme de la série entiére >_anx" ; (an = n(++1) , N> 1)




A
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Exo 1
3 5 2 -6
. : : 0O 5 0 4
Trigonaliser la matrice : X =
-2 7 -1 1
0 4 0 -3
Exo 2
Déterminer toutes les applications f: R? — R de classe C ? sur R? et vérifiant I'équation aux
dérivées partielles : o F (onpourraposer:u=x+y et v=x-y)

ox2 ayZ

A
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Exo 1
E = R* muni de sa structure Euclidienne canonique et x = (1,0,0,1).
Soit le plan P = vect(e,f),oue = (1,1,1,1) etf = (1,1,-1,-1).
Calculer d(xF).

Exo 2

Trouver le développement en série entiere ainsi que son rayon de convegence de la fonction
f définie par : f(x) = |n(J1 —2X.Ch(a) + X2 ) ,aeR.

A
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Exo 1
0 1 -1
Diagonaliser la matrice: M=| -1 2 -1
-110
Exo 2

, L. . _x2 X 12
Développer en série entiére : f(x) = e joe Z dt.
On commencera par trouver une équation différentielle vérifiée par f.
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Exo 1




m étant un parametre réel, résoudre le systeme linéaire :
X+y+(@Q-m)z=m+2
(S) I+m)x-y+2z2=0
2X—-my+3z=m+2

Exo 2

X
y

o . Ny yy! — .
Résoudre le systeme différentiel : (S) y -y d’'inconnues x et y deux
1 _ X / + y / _ X
applications dérivables sur R.
On pourra remplacer le systeme (S) par un systeme équivalent a I'aide de deux opérations

élémentaires simples
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Exo 1

Soit E le C-espace vectoriel C* et soient ¢1;¢,; @3 les formes linéaires sur E définies par :
01(X,Y,2) = X+2y—32; ¢2(X,Y,2) = 5Xx =3y ; @3(X,y,Z) = 2Xx -y —Z.

1) Vérifier que (@1, 02, ¢3) est une base de E*.

2) Trouver la base antiduale de (¢1,¢2,03).

Exo 2
Etudier la convergence de la série de terme général : u, = (—1)”sin(m).
SUJET 054/ 08
Exo 1
Soit u 'endomorphisme de R? représenté dans la base canonique par la matrice :
-J2 0 J2
A= J2 02
0 2 0

Reconnaitre la nature géometrique de u donner ses caractéristiques géometriques.

Exo 2
On considere la suite (f,) de fonctions numériques définie sur [0, 2] par :
vx € [0,2] fa(x) = n?x(1 - x)".

1) Etudier les variations de f, sur [0, 2].

2) Calculer lim j; fa(t)dt.

N—o0

3) Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite (f,) sur [0, 1].
4) Montrer que pour a €]0,1[, la suite (f,) converge uniformément sur [a,2 — a].



A
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Exo 1

X' =X+my+pt

i

m, p, et g étant des parametres réels, discuter le systeme différentiel : :
y'=-mx+y+qt

On pourra commencer par discuter la réduction de la matrice de ce systeme.

Exo 2

1) Montrer que I'égalité : F(x) = jg”ezxc"s(‘)dt ; définit une application de classe C* sur R.

2) Trouver une expression de F(x) sous forme de la somme d’une série entiére. ( On
cherchera une équation différentielle vérifiée par F ( On trouve : xF" (X) + F'(x) —4xF(x) = 0)).

3) En déduire la valeur des intégrales : I, = IZ” sin"(t)dt.

A
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Exo 1
[ 110 1 |
: 3 2 -13 .
Calculer le rang de la matrice A = 13 20 et calculer At quand cela est possible.
-1 0 -4 3
Exo 2

Pourx € Retn e N* on pose : fo(x) = 1 et f(x) =>_ fa(x).

n2+n4x2
n=1

1) Montrer que f est définie continue sur R.
2) Montrer que f est de classe C! sur R* et calculer f'(x) pour x # 0.
3) Etudier la dérivabilité de fen 0 et construire la courbe de f.

A
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Exo 1
3 -10
Trigonaliser la matrice suivante : A = 9 -3 0
0 0 4

Exo 2




Pour f e C1([0,1],R), on pose : N(f) = (f(O)2 +j;f /(t)zdt>%.

1) Montrer que N est une norme sur le R-espace vectoriel E = C1([0,1],R).
2) Montrer que Vf e E [|f||, < J2N(.
3) Les normes N et ||. ||, sont-elles équivalentes ?
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Exo 1l
Soit u 'endomorphisme de R2 représenté dans la base canonique par la matrice :
8 1 4
A=< -4 4 7
1 8 4

Donner la nature de u et donner ses caractéristiques géometriques.

Exo 2
Rayon de convergence et somme de la série entiere »_anx" avec (a, =

n>0)

1
2n+l1 ' —

A
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Exo 1
1) Montrer que o(X,y) = (X, X + %y) définit C! — difféomorphisme de R? sur R2.

2) Intégrer I'équation aux dérivées partielles : g—f S KL
X oy

Exo 2

Soit f: R — R l'application définie par : Vt € R f (t) = |cos(t)].
1) Déterminer la série de Fourier de f et étudier sa convergence.
Adi i - 1 - =n" . - 1
2) En dedl,”re Z m l m 1 Z (4n2_1)2 *
n=1 n=1 n=1

A
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Exo 1l
Calculer l'intégrale double suivante :

2

I=f[ J1-2% - L dxdyouD={(xy) e R’tg %+ L <13;0<b<a

2
X = aucos(v)

On pourra utiliser le changement de variable : ) :
y = busin(v)



Exo 2
Etudier la nature de la série de terme général u, = sin[ (2222 )7 ] od (a,b) € R2.

A
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Exo 1

X'=-2X+y+z
Résoudre le systeme différentiel suivant : y' ' =x-2y+z
z' =Xx+y-2z
On pourra commencer par réduire la matrice du ce systeme.

Exo 2

Pourx € Retn € N, on pose : up(x) =

”Xl et u(x) =i Un(X).

e
nZ+
n=0

1) Montrer que la série >_ u,(x) converge si et seulement si x > 0.

2) Montrer que u est continue sur [0,+oo[ de classe C* sur ]0,+[ et calculer les dérivées
successives de u sur ]0,+oo[.

3) Etudier la dérivabilité de u en 0 et construire la courbe de u.

A
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Exo 1

Soient E un K-espace vectoriel de dimension 3 etf € £(E) telque : f?2 =f3 et
dim(ker(f—id)) = 1.

100
Montrer qu’il existe une base de E dans la quelle la matrice def est| 0 0 « avec
00O
a € {0,1}.
Exo 2

In(n+1)

Nature de la série de terme géneral (y, = ( In(n)

-1)% n>2);aréel donné.

A
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Exo 1

Soient E un K espace vectoriel de dimension finie et f € £(E) tel que le polyndme minimal de
f est (X - 1)?(X - 2). Trouver le polyndme minimal de f + idE.




Exo 2
Soit f: R — R lI'application 2z-périodique et impaire définie par :

f(t) =nrt—t?sit e [0,x].

1) Déterminer la série de Fourier trigonométrique de f et étudier sa convergence.
2) On donne l'applicationg : R — Rpar:g(0) =g(r) =0etVte R g"(t) =f (t).
a) Montrer que g est 2z-périodique et impaire.

b) Déterminer la série de Fourier trigopnométrique de g et étudier sa convergence.

s 1 1
c) En déduire > anor et > DT
n=0 n=0

A
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Exo 1

Soientn € N*, u € £(C"), S € C[X], et Py(X) = (41 — X)(A2 — X)...(An — X) le polyndme
caractéristique de u. Montrer que Psw)(X) = (S(11) — X)(S(A2) — X)...(S(An) — X).

Exo 2

Développer en série entiére la fonction f trouver le rayon de convergence du développement
2 X t2
obtenu pour : f(x) = e~z Joe’Tdt _

A
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Exo 1

Soientn > 2 et A € E = My(K) telle que tr(A) = 0.

Soit f 'endomorphisme de E défini par : f{(M) = tr(A)M — tr(M)A.
1) Calculer f(A) et f(M) sitr(M) = 0.

2) En déduire que f est diagonalisable.

Exo 2
Résoudre et trouver les solutions réellesde (E) y" +y' +y = tcos(t).

SUJET 066 /08

\4

Exo 1

Soient E un K espace vectoriel de dimension n > 2, et f € £(E) tel que rg(f—id) = 1.

1) Soit (e1,...,en1) une base de H = ker(f — id) et e, € E\H. Justifier que (e1,...,en-1,€n) €st
une base de E et donner la forme de la matrice de f dans cette base.

2) Montrer que f est diagonalisable si et seulement si det(f) + 1.

Exo 2




Calculer l'intégrale triple : J = mA(x2 +y2 + 2x — 1)dxdydz
x>0ety>0
ouA =< (xyz2)eRtq x2+y2 <1
0<z<xy

A
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Exo 1

Soit A € M,(K) ayant n valeurs propres deux a deux distinctes.

Soit C(A) = {M € My(K) tq MA = AM}.

1) Montrer que C(A) est une sous algebre de M, (K) ayant n pour dimension.

2) Montrer que (I,,A,...,A"1) est une base de C(A) et exprimer A" dans cette base.

Exo 2

Nature de la série de terme général u, = (-1)"(J/n2+1 —Jn2+an-1 + 2)  a,b € R.

A
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Exo 1

: ac :
Soit A = ( b d ) une matrice complexe de valeurs propres a; et as.

1) On suppose que a1 + az.

a) Montrer qu’il existe deux matrices M1,M, € M, (C) linéairement indépendantes telles que :
Vne N A"= aTMl +a2M2.

b) Calculer : M1 + M3 ; M3 ; M3 ; MM, et MaM;.

c) Montrer que M1, M, € vect(A, 1>,).

2) On suppose que a1 = a2 = a. Montrer que lI'on a:

vne N A"=qa"l; +na™'M avec M= A-al,.

Exo 2

Rayon de convergence et somme de la série entiere ) anx" avec :

D"
>,

Qan = Aan—2 = Aan-3 = 0, Asn-1 =

A
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Exo 1

Soient E un K-espace vectoriel de dimensionn > 1 etu,v € £(E) telsque:uov =vou.

On suppose que u et v sont diagonalisables.

Montrer que E admet une base formée de vecteurs propres communs a u et v ( cad une base
dans laquelle les matrices de u et v sont simultanément diagonales ).




Exo 2

Soient A € R\Z et f : R — R I'application 2z-périodique définie par :
f(r) =0etVte] —mnx[ f(t)=sin(At).
1) Déterminer la série de Fourier trigonométrique de f et étudier sa convergence.

2) En déduire > (-1)n—2l
n=0

(2n+1)2-1.2
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Exo 1

Soit f € £(R®) de matrice A dans la base canonique, soit (a,b,c) € R3\{(0,0,0)}.
Soit P le plan de R3 d’équation ax + by + ¢z = 0.

a
Montrer que P est stable par f sietseulementsi| b est un vecteur propre de *A.

c

Exo 2

1) Résoudre et trouver les slutions réelles de I'équation différentielle : (Eo) y"+y = ch(x)
2) Trouver toutes les applications f dérivables sur R vérifiants : Vx e R : f'(x) + f(—x) = ¢,




