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I Norme et distance

Dans tout le chapitre on se place dans le cadre d’espaces
vectoriels E sur le corps IK = IR ou IK = C:

I.1 Définitions

Définition I.1 On appelle norme dans E, une application N
telle que :

( i ) 8x 2 E : N(x) 2 IR+
( ii) 8x 2 E;8� 2 IK : N(�x) = j�jN(x)
(iii) 8(x; y) 2 E2 : N(x+ y) � N(x) +N(y)
(iv) N(x) = 0() x = 0
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E muni de N est appelé un espace vectoriel normé (evn).
Sans la proporiété (iv), on dit que N est une semi norme.

� Souvent on note kxk pour N(x). On différencie le cas
échéant diverses normes par des indices : kxk1, kxk2, ...

Dans toute la suite on suppose que E est muni d’une
norme k k :

Remarque I.1 De la définition on déduit que
� k�xk = kxk et dans le cas complexe,



ei�x

 = kxk :
� Dans un evn, on a kx� yk � kxk+ kyk ! ! !
� L’inégalité suivante est souvent utile :

kxk � kyk � kx� yk :

2


Exercice I.1 Montrer que les applications suivantes sont des
normes :

(1) Le module dans C.

(2) Dans IR2; les applications :

X = (x; y) 7�! kXk2 =
p
x2 + y2;

X = (x; y) 7�! kXk1 = sup(jxj; jyj);
X = (x; y) 7�! kXk1 = jxj+ jyj:

(3) Dans IR[X], l’application :

P 7�! kPk =
+1X
n=0

���P (n)(0)���
3


montrer d’abord que cette application est bien définie.
(4) Dans le sous espace E de CIN des suites numériques

complexes bornées, l’application définie par

u =(un)n 7�! sup
n2IN

junj = kuk1

(5) Dans l’espace des applications continues (semi norme)
de [0; 1] dans C :

f 7�!

sZ 1

0

jf(t)j2 dt

Définition I.2 La distance entre les points x et y de E est

d(x; y) = kx� yk :
4


Propriétés

On a les propriétés suivantes, qui résultent des axiomes
définissant une norme.
� d(x; y) � 0
� d(x; y) = 0() x = y
� d(x; z) � d(x; y) + d(y; z)

Distance d’un point à une partie de E

Définition I.3 Soit x 2 E et A � E, A 6= ? ; alors on pose

d(x;A) = inf
a2A

d(x; a)
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Proposition I.1 Il existe une suite (an) dans A telle que

d(x;A) = lim
n!1

d(x; an):

Preuve: Utiliser la caractérisation de l’inf avec " =
1

n
:::

Remarque I.2 Il n’est pas nécessaire que x 2 A pour avoir
d(x;A) = 0.
Exemple : A = [0; 1[ ; d(1; A) = 0:

Exercice I.2 Calculer la distance de l’application

r : x 7�!
p
x
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à l’ensemble A des applications linéaires fa : x 7�! ax dans
l’espace E des applications continues de [0; 1] dans IR muni

de la norme définie par kfk1 =
Z 1

0

jf(t)jdt:

Solution: Pour tout a 2 IR;

d(r; fa) =

Z 1

0

���pt� at��� dt
=

Z 1

0

p
t
���1� apt��� dt;
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donc

d(r; fa) =

8>>>>>><>>>>>>:

Z 1

0

�p
t� at

�
dt =

2

3
� 1
2
a si a � 1Z 1=a2

0

�p
t� at

�
dt�

Z 1

1=a2

�p
t� at

�
dt

=
1

2
a+

1

3a3
� 2
3

si a > 1

il s’agit donc de chercher le minimum de la fonction en a
ainsi définie.
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Boules

Définition I.4 On définit les boules ouvertes et fermées de
centre a 2 E et de rayon r 2 IR par :
� B(a; r) = fx 2 E j d(x; a) < rg
� Bf (a; r) = fx 2 E j d(x; a) � rg
S(a; r) = fx 2 E j d(x; a) = rg est la sphère de centre a et

de rayon r:

Exercice I.3 Dessiner la boule Bf (0; 1) pour les trois normes
sur IR2 données dans l’exercice I.1.

Exercice I.4 Montrer que si deux boules ouvertes ont un point
commun, alors elles contiennent toutes deux une même boule
(ouverte) centrée sur ce point.
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Partie bornée, application bornée

Définition I.5 Une partie A de E est bornée si

9M > 0 j 8x 2 A : kxk �M:
SoitX un ensemble non vide, une application f : X �! E est
bornée si

9M > 0 j 8x 2 X : kf(x)k �M:

Remarque I.3 Il est facile de voir que la réunion, l’intersec-
tion de deux bornés est bornée. Et que l’ensemble B(X;E) des
applications bornées de X dans E est un IK� ev:

Exercice I.5 Montrer que la somme de deux bornés :

A+B = fa+ b j (a; b) 2 A� Bg
10


est bornée.

Théorème I.1 Soit X un ensemble non vide, ; l’application

f 7�! kfk1 = sup
x2X

kf(x)k

est une norme sur l’espace vectoriel B(X;E) des applications
bornées de X dans E.

Exercice I.6 Démontrer le théorème ci-dessus.
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Normes équivalentes

Définition I.6 On dit que deux normesN1 etN2 sont équiva-
lentes, s’il existe �; � réels strictement positifs tels que

8x 2 E : �N1(x) � N2(x) � �N1(x)

Exercice I.7 Comparer deux à deux les trois normes sur IR2

données dans l’exercice I.1 (2).

I.2 Evn produit

Proposition I.2 Si E et F sont deux evn, on définit sur E � F
une norme, par

8(x; y) 2 E � F : k(x; y)k = sup (kxk ; kyk)
12


appelée norme produit sur E � F:
Plus généralement, pour un produit de n espacesE1; :::; En

on pose

8x = (x1; :::; xn) 2
nY
i=1

Ei :

kxk = sup
1�i�n

(kxik)

Remarque I.4 La norme produit ci-dessus est notée k k1 :
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Deux autres normes sont définies sur le produit
nY
i=1

Ei :

k(x1; :::; xn)k1 =
nX
i=1

kxik et

k(x1; :::; xn)k2 =
 

nX
i=1

kxik2
!1=2

En particulier, on définit sur IRn (ou Cn) les trois normes sui-
vantes, 8x = (x1; :::; xn) 2 IKn :

kxk1 = sup
1�i�n

jxij ; kxk1 =
nX
i=1

jxij et kxk2 =
 

nX
i=1

��x2i ��
!1=2
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Exercice I.8 Montrer que l’on définit ainsi des normes sur IKn.
Et que les trois normes sont équivalentes.

I.3 Notions topologiques de base

Voisinages, Intérieur, adhérence, frontière

Définition I.7 On dit qu’une partie V � E est un voisinage
de a 2 E si V contient une boule B(a; r) (r > 0). Dans ce cas
a 2 V et on dit que a est un point intérieur à V:

On note
�
V l’ensemble de tous les points intérieurs à V et

on l’appelle l’intérieur de V :

a 2
�
V () 9r > 0 : B(a; r) � V

15


On dit que a 2 E est adhérent à V si toute boule B(a; r)
rencontre V:

On note V l’ensemble de tous les points adhérents à V et
on l’appelle l’adhérence de V :

a 2 V () 8r > 0 : B(a; r) \ V 6= ?

Ainsi on a
�
V � V � V

on appelle frontière de V l’ensemble Fr(V ) = V r
�
V :

Propriétés

(1) Adhérence et intérieur respectent l’inclusion.
16


(2) Les voisinages sont les mêmes pour deux normes équi-
valentes.

Exemples

(1) Si V = [0; 1[� ]2; 3] alors
�
V = ]0; 1[� ]2; 3[ ; V = [0; 1]�

[2; 3] :

(2) L’adhérence de la boule ouverte B(a; r) est la boule fer-
mée Bf (a; r):

(3) L’intérieur de la boule fermée Bf (a; r) est la boule ou-
verte B(a; r):

(4) La frontière des boules ouvertes ou fermées B(a; r) (ou
Bf (a; r)) est la sphère S(a; r):

17


Définition I.8 On dira que A est dense dans E si A = E.

Exemple I.1 On sait par exemple que Q et IRrQ sont denses
dans IR.

Ouverts, fermés

Définition I.9 On dit que U � E est ouvert si
�
U = U: i.e :

8a 2 U;9r > 0 : B(a; r) � U:

On dit que V � E est fermé si V = V (ce qui signifie
V � V ), i.e. 8a 2 E

[8r > 0; B(a; r) \ V 6= ?] =) a 2 V
18


Exemples

(1) L’ensemble ? est par convention ouvert et fermé. Aussi
E est à la fois ouvert et fermé.

(2) Une boule ouverte est un ouvert. Une boule fermée est
un fermé. (Prouver cette dernière assertion).

(3) tout point, toute partie finie, est fermé(e).
(4) une sphère S = fx 2 E j d(x; a) = rg est fermée.

Proposition I.3 L’intérieur du complémentaire est le complé-
mentaire de l’adhérence. L’adhérence du complémentaire est
le complémentaire de l’intérieur :

E rA = E r
�
A et

�z }| {
E rA = E rA

19


et donc

A est un fermé si et seulement si Ac est un ouvert.

Preuve: Procéder par double inclusion (par exemple)

Propriétés

(1) Toute réunion (même infinie) d’ouverts est ouverte.

(2) L’intersection de deux (ou même d’un nombre fini d’)
ouverts est ouverte.

(3) Toute intersection (même infinie) de fermés est fermée.

(4) La réunion de deux (ou même d’un nombre fini de) fer-
més est fermée.

20


(5) La frontière est toujours un fermé, et la frontière de A
est aussi la frontière de son complémentaire.

Exercice I.9 Montrer les propriétés ci-dessus.

Exercice I.10 Montrer que tout ouvert engendre (par combi-
naisons linéaires) l’espace entier.

II Notion de convergence dans un evn

II.1 Suites dans un evn

Définition II.1 La suite (un) converge vers ` si

d(un; `) = kun � `k
21


est une suite réelle qui converge vers 0, i.e

8" > 0;9n0 2 IN j 8n > n0 :
kun � `k < "

Si ce n’est pas le cas, on dit que la suite diverge.

Propriétés

Comme pour les suites numériques, on a les propriétés :

(1) Une suite a au plus une limite.
(2) Une suite convergente est bornée (réciproque fausse).
(3) Le sous-ensemble des suites convergentes est un sev de

EIN, et l’application (un) 7�! limun est linéaire.
22
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Remarque II.1 Espace des suites bornées (sous–espace vecto-
riel de l’espace des suites à valeurs dans E).

Théorème II.1 SoitE = F�G un espace produit d’evn, muni
de la norme produit. Alors une suite deE converge si et seule-
ment si les suites de ses composantes convergent :

un = (vn; wn) �!
n!1

(a; b)

()
�
vn �!

n!1
a et wn �!

n!1
b
�

Preuve: facile, faites la

Remarque II.2 Ceci se généralise à un produit d’un nombre
quelconque (fini) d’evn. En particulier à IKn, ce qui donne
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Proposition II.1 Dans IKn, une suite converge si et seulement
si les suites des coordonnées convergent.

Suites extraites

Définition II.2 On appelle suite extraite (ou sous–suites) de
la suite (un)n une suite de la forme (unp)p où (np)p est une
suite d’entiers strictement croissante.

Remarque II.3 Typiquement, on a les exemples des sous-suites
paires et impaires (u2p) et (u2p+1). De même, les suites déca-
lées (un+1) ou (un+12) sont des suites extraites.

Les suites extraites partagent les propriétés de leur an-
cêtre : toute sous-suite d’une suite bornée (resp. convergente)

24


est bornée (resp. convergente).

Proposition II.2 Les suites (u2p) et (u2p+1) convergent vers
une même limite `, montrer que (un) converge.

Preuve: voir cours MPSI.

Valeurs d’adhérence

Définition II.3 ` est une valeur d’adhérence de la suite (un) si
et seulement si il existe une suite extraite (unp) qui tend vers
`.

25


Exercice II.1 Soit (un) une suite majorée dans IR telle que

8n 2 IN : un < sup
k2IN

uk

montrer que sup
k2IN

uk est une valeur d’adhérence de (un)n:

Remarque II.4 Le nombre de valeurs d’adhérence d’une suite
peut être qlq.

(1) un = n(�1)n : pas de valeurs d’adhérence.

(2) un =
1

n+ 1
: une seule valeur d’adhérence, sa limite 0:

(3) (un) = (1; 2; 1; 2; 3; 1; 2; 3; 4; 1; 2; 3; 4; 5; ::::) tous les en-
tiers 6= 0 sont répétés à l’infini et sont donc des valeurs
d’adhérence.
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(4) un = sinn admet tous les points de [�1; 1] comme va-
leurs d’adhérence (Exercice difficile).

Proposition II.3 Toute suite convergente possède une seule
valeur d’adhérence : sa limite. Et donc une suite qui possède
au moins deux valeurs d’adhérence distinctes est divergente.

Preuve: C’est l’unicité de la limite.
Exemple : La suite un = n(1 + (�1)n) n’a qu’une valeur

d’adhérence (réelle) : 0, mais elle diverge.

27


Exercice II.2 Soit (un) une suite réelle bornée. On pose

� = sup
n2IN

�
inf
p�n

up

�
et

� = inf
n2IN

�
sup
p�n

up

�
(1) Montrer que� et � sont des valeurs d’adhérence de (un):
(2) Montrer que toute valeur d’adhérence 
 de (un); vérifie :

� � 
 � �:
(3) Montrer que si � = � alors (un) est convergente de li-

mite �:

Exercice II.3 L’ensembleA des valeurs de la suite convergente
28


(an) auquel on adjoint sa limite ` :

A = fan j n 2 INg [ `

est fermé.

Remarque II.5 (Comparaison de suites) Il n’est pas facile de
comparer des vecteurs. Mais dans un evn on dispose des no-
tions de taille, de grandeur, qui ramènent aux réels, et on peut
ainsi comparer des suites vectorielles à des suites réelles.

Définition II.4 On dit que (vn) domine (un), ou que (un) est
dominée par (vn), et on note un = O(vn) si kunk = O(kvnk)

On dit que (un) est négligeable devant (vn), et on note
un = o(vn) si kunk = o(kvnk)

29


On dit que (un) est équivalente à (vn), et on note un � vn
si un � vn = o(kunk):

Caractérisation séquentielle des fermés

(1) Un point adhérent à A est la limite d’une suite d’élé-
ments de A.

(2) L’adhérence de A est donc l’ensemble des limites des
suites convergentes de E ( à valeurs dans) A.

(3) Un ensemble fermé A est donc tel que toute suite à va-
leurs dans A et qui converge dans E a sa limite dans A.

Exemple II.1 l’adhérence de Q est IR et l’adhérence de ]0; 1[
est le segment [0; 1] :
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II.2 Limite et continuité en un point

Dans cette partie E et F sont deux IK� evn.

Définition II.5 Soit X une partie de E et f : X �! F; a 2 X:
On dit que lim

x!a
x2X

f(x) = ` 2 F (ou que f converge en a) si

8" > 0;9� > 0 j 8x 2 X :

kx� ak � � =) kf(x)� `k � "

et on dit que f est continue en a 2 X si lim
x!a
x2X

f(x) = f(a): Et si

f est continue en tout point de X; on dit qu’elle est continue
sur X:

31


Théorème II.2 Soit X une partie de E et f : X �! F; a 2 X:
lim
x!a
x2X

f(x) = ` 2 F si et seulement si pour toute suite (un) de

X convergeant vers a, on a (f(un)) qui converge vers `:

Preuve: en exercice (la même que pour les fonctions nu-
mériques).

En fait, l’équivalence ci-dessus, peut être plus fine :
f(x) converge en a si et seulement si pour toute suite (un)

de X convergeant vers a, (f(un)) converge (sans la condition
(f(un)) converge vers `):

Pour montrer que (f(un)) converge vers la même limite
pour toutes les suites, on prend deux suites (vn) et (wn) puis
construire une suite (un) par u2n = vn et u2n+1 = wn ...

32


Remarque II.6 (Image continue d’une suite) Si (un) converge
vers la limite ` et si f , définie en tout point de la suite, est
continue en `, alors lim f(un) = f(`). En particulier Si une
suite récurrente vérifiant un+1 = f(un) converge vers `, et si
f est continue en `, alors f(`) = `:

Opérations sur les limites

Comme pour les fonctions numériques, on a

Proposition II.4 Considérons des fonctions f; g, et ' de X
dans F; F et IK respectivement. Alors si ces trois fonctions
convergent en a 2 X , il en est de même de f + g, 'f et, sous

33


la forme la plus générale :

lim
x!a

(f + 'g) = lim
x!a

(f) + lim
x!a

' lim
x!a

g

Remarque II.7 On en déduit donc que C0(X;F ) (ensemble
des applications continues de X dans F ) est un IK � ev, et
même une algèbre si F = IK: On a aussi la continuité des ap-
plications kfk (composée) et, si ' tend vers une limite numé-
rique non nulle, de 1=', ainsi donc que d’applications comme
f= kfk là où f ne s’annule pas. . .

Proposition II.5 La composée de deux applications continues
est continue. De manière plus précise

lim
x!a

g � f(x) = lim
t! lim

x!a
f(x)

g(t)

34


si f et g sont composables et possédant les limites indiquées.

Preuve: la faire en exercice

Caractérisation de la convergence dans un espace produit

On peut aussi décomposer une application continue, quand
celle-ci arrive dans un espace produit. On l’a vu pour les suites,
d’après le ThéorèmeII.2 c’est pareil pour les applications :

Proposition II.6 Soit f une application de X dans E � F et a
adhérent àX , alors f converge en a si et seulement si ses deux
composantes convergent :

lim
x!a

(f1(x); f2(x)) = ( lim
x!a

f1(x); lim
x!a

f2(x))
35


De même pour un produit fini d’espaces vectoriels normés.
En particulier, une application à valeurs dans IKn est continue
si et seulement si toutes ses composantes le sont.

Extension de la notion de limite

limite en�1 d’une fonction de la variable réelle à valeurs
dans F ,

Définition II.6 Soit f : IR �! F: On dit que lim
x!�1

f(x) = ` 2
F si lim

x!�1
kf(x)� `k = 0:

limite infinie d’une application de X dans IR en un point
adhérent à X

36


Définition II.7 Soit f : X � E �! IR et a un point adhérent
à X:
� on dit que lim

x�!a
f(x) = +1 si

8A > 0;9� > 0 j 8x 2 X :

kx� ak � � =) f(x) � A

� on dit que lim
x�!a

f(x) = �1 si

8A < 0;9� > 0 j 8x 2 X :

kx� ak � � =) f(x) � A:

Remarque II.8 Les résultats sur les opérations des limites des
fonctions numériques sont concervées.

37


Comparaison de fonctions

On étend les définitions de comparaison des fonctions nu-
mériques :

Définition II.8 Soit f; g : X � E �! IR et a un point adhérent
à X:
� On dit au voisinage de a que f = o(g) si kfk = o(kgk)
� On dit au voisinage de a que g domine f ou encore que
f = O(g) si kfk = O(kgk)

� On dit au voisinage de a que g et f sont équivalente (on
note f �

x!a
g si f � g = o(g)

38
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II.3 Propriétés globales des fonctions continues

Définition II.9 Si A est une partie de E; on appelle ouvert de
A l’intersection de A avec un ouvert de E:

Théorème II.3 Une application f : A � E �! F est continue
sur E si et seulement si l’image inverse par f de tout ouvert
de F est un ouvert de A:

Remarque II.9 Donc de même, si f est continue, alors l’image
inverse par f de tout fermé de F est un fermé de A:

Exercice II.4 Utiliser les définitions pour montrer l’équiva-
lence précédente.
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Proposition II.7 Si f est continue de A dans IR, alors les en-
sembles ff � mg et ff = mg sont fermés, et ff < mg est ou-
vert.

Exemple II.2 Le groupe des matrices inversibles GLn(IR) est
ouvert, le groupe spécial linéaire SLn(IR) (déterminant = 1)
est fermé dansMn(IR):

Continuité et densité

Proposition II.8 L’image continue d’une partie dense est dense.
Autrement dit, si X est dense dans A et f est continue sur A
dans l’evn F , alors f(X) est dense dans f(A):

Preuve: utilise les suites.
40


Théorème II.4 Deux applications continues sur A qui coïn-
cident sur une partie dense de A sont égales sur A:

Preuve: utilise la proposition précédente.

Remarque II.10 On utilise souvent ce théorème sous une forme
plus simple : si f et g coïncident sur [a; b[ et sont continues en
b alors elles y sont égales.

Preuve: Utilisons les suites : si f et g sont continues sur B,
si A est dense dans B, tout point b 2 B est limite d’une suite
(un) de A. Les suites (f(un)) et (g(un)) sont donc identiques,
leurs limites — qui sont égales respectivement à f(b) et g(b)
par continuité — se confondent par unicité de la limite. Donc
f(b) = g(b):
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Fonctions lipschitzienne

Définition II.10 Soient E;F deux evn. L’application f de E
dans F est dite lipschitzienne de rapport k si

8x; y 2 E : kf(x)� f(y)k � k kx� yk

Exemple II.3 Une application f de [a; b] dans IR telle que

sup jf 0j �M

estM–lipschitzienne (TAF).

Exercice II.5 Montrer que si les deux applications sont à la
fois lipschitziennes et bornées alors le produit est lipschitzien.
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Exercice II.6 Montrer que la composée de deux applications
lipschiziennes l’est encore.

Exercice II.7 Montrer qu’une application lipschitzienne f :
IR �! IR vérifie une inégalité de la forme

jf(x)j � A jxj+B:

Proposition II.9 Toute application lipschitzienne sur D � E
est uniformément continue sur D:

II.4 Fonctions de plusieurs variables réelles

IRd étant un evn, donc les théorèmes généraux sur les li-
mites et continuité sont aussi valables pour les fonctions de
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IRd dans IRn, notamment :
� Limites et continuité d’une application composée.
� Continuité des fonctions polynomiales sur IRd à valeurs

dans IR:
� ...

Remarque II.11 La continuité d’une fonction

f : IRd �! IRn

X 7�! f(X) = (f1(X); :::; fn(X))

équivaut à la continuité de chacune de ses composantes réelles
fi: Il suffit alors de savoir justifier la continuité des fonctions
à valeurs dans IR:
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On se limite dans la suite aux fonctions définies sur une
partie de IR2 à valeurs dans IR: Les techniques proposées peuvent
être facilement généralisées aux cas de fonctions de IR3 dans
IR; voir de IRd (d � 3) dans IR:

Fonctions partielles

Soient U un ouvert de IR2; f : U �! IR; (x; y) 7�! f(x; y);
(a; b) 2 U et v = (v1; v2) 2 IR2; v 6= 0: On définit sur un
voisinage de 0 dans IR; la fonction

'v : t 7�! f ((a; b) + tv) = f (a+ tv1; b+ tv2)

qu’on appelle fonction partielle de f en (a; b) suivant la direc-
tion de v:
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La limite lim
t!0

'v (t) ; si elle existe, est appelée la limite de

f suivant la direction v en (a; b) : La proposition suivante est
évidente.

Proposition II.10 Si lim
(x;y)!(a;b)

f (x; y) existe alors il en est de

même pour lim
t!0

'v (t) ; pour tout v 2 IR2:

Remarque II.12 par contre la réciproque est fausse :
il est possible que lim

t!0
'v (t) existe pour tout v; mais que

lim
(x;y)!(a;b)

f (x; y) n’existe pas.
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Exemple : au voisinage de (0; 0) ; on considère

f(x; y) =

�
0 si y � x2 ou y � 0
1 sinon

pour tout v = (v1; v2) 2 IR2; v 6= 0; on a lim
t!0

'v (t) = 0; car

'v (t) = f (tv1; tv2) = 0 pour t proche de 0:

Par contre, f n’est pas continue en (0; 0) : Il suffit de considérer

la suite
�
1p
n
;
1

n2

�
n�1

pour le voir.
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Exemples

(1) f (x; y) =
xy

x2 + y2
si (x; y) 6= (0; 0) : f ne peut être pro-

longée par continuité en (0; 0) :

En effet : lim
t!0

f(t; t) =
1

2
mais lim

t!0
f(t; 0) = 0:

(2) f(x; y) =
x2 � y2
x2 + y2

si (x; y) 6= (0; 0) : f ne peut être pro-

longée par continuité en (0; 0) :
En effet : lim

t!0
f(t; t) = 0 mais lim

t!0
f(t; 0) = 1:
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