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I Matrices et applications linéaires
Matrice en tant qu’application linéaire
Soit M € M,, ,(KK), I'application
K — K" X —MX

est linéaire. On définit alors comme pour les applications li-
néaires ker M et Im M :

(1) X ekerM < X e K et MX =0.

@QYeIm(M)«<—=YeK'etdX e K’ telqueY = MX.
En particulier rang(M) = dimIm(M).

©

I.1 Matrice d’une application linéaire.

Définition I.1 Soient E et F' deux IK-espace vectoriel tels que
dim F = p et dim F' = n. Soient B = (¢;j)1<i<p une base de E
et B’ = (€})1<i<n une base de F et u : E — F une application
linéaire. On appelle la matrice de u relativement aux bases B
et B/, la matrice

Mg (u) = (ai;) € M p(K)

dont la j-eme colonne est formée par les coordonnées de u(e;)
dans la base B, c.a.d:

n
Vi€ [1,p] s ulej) = Zai,jeg .
i=1

@

Dans le cas ou B = B’ on note tout simplement Mp(u), c’est
alors une matrice carrée.

D
Remarque I.1 (1) Avec ces notations, si z = szej € FE,
j=1

ety =u(z) = Zyie; € F, alors

i=1

Y=MX

®

représentent les matrices colonnes formées par les coor-
données de = dans B et y dans B'.

(2) L'application v — Mp g/ (u) définit un isomorphisme
d’espaces vectoriels entre L(E, F') et M,, ,(K).

(3) En plus si G est un autre K — ev et B” une base de G,
alors

Mpp(vou) = Mp gr(v).Mpp(u)

pour tout u € L(E,F) etv € L(F,G). En particulier
l'application

u € L(E) — Mp(u) € M, (K)

est un isomorphisme d’algebre.

@

(4) Ce qui permet de déduire que, Mp g (u) est inversible
si et seulement si v est un isomorphisme et dans ce cas

M&g(u)fl = /\/lggg(u*l).

1.2 Matrice d’'une famille de vecteurs dans une
base

Définition 1.2 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n,
B = (e1,...,e,) une base de E et C = (V4,...,V,) une famille
de p vecteurs de E, la matrice de la famille C dans la base B
est la matrice notée Mp(C) = (a;;) € My, (K)telle que

V] S |[1,p]] : ‘/J = Zai,jei .

i=1 @

dont les colonnes sont formées par les coordonnées des élé-
ments de C dans B.

Exemple I.1 Mp(B) = I,, et en général :
MB ()\1617 cey )\nen) = diag()‘h ) )\n)-

Proposition 1.1 Avec les notations de la définition précédente
ona:
rang (Mg(C)) = rang(C).

En particulier C est une base de FE si et seulement si Mg(C)
est inversible.

®
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I.3 Matrice de passage entre deux bases

Définition 1.3 Soit E un IK-espace vectoriel et B, B, deux bases
de E de dimension n. La matrice de passage de B; vers B est
la la matrice carrée d’ordre n notée Pg, s, définie par :

PBI By = MBI (82)

Remarque 1.2 On a aussi Pg, 5, = Mg, 5, (idg). Ce qui per-
met de déduire
Les formules de changement de bases

Si X7 € My 1 (KK) désigne la matrice colonne formée par
les coordonnés de x dans B; et Xy € M,, 1 (K) celle formée

par ses coordonnées dans B3, alors on a la formule de change-
ment de base
X, =PX, .

et si F' est un autre IK-espace vectoriel, B}, B deux bases de

F, alors pour tout u € L (E, I"), si on pose My = Mg, 5, (u),

My = Mg, s (u) et P = Pg 5;, Q = Pp, 5, on ala formule
M, = P7IM,Q,

on dit alors que M; et M sont équivalentes.

Exercice I.1 Montrer que deux matrices sont équivalentes si
et seulement si elles ont méme rang.

En particulier si £ = F, By = B}, Bo = B) et My, =
Mg, (u), M1 = Mg, (u) alors

M, =P 'M,P,

on dit alors que M, et M, sont semblables.

I.4 Rang d’une application linéaire

Définition 1.4 Soit u € L(E; F). Si Imu est de dimension fi-
nie, on pose rang v = dim(Imu).

Remarque 1.3 rang u est défini si dim F ou dim F finie et dans
ce cas
rang u < min(dim E, dim F).

®©

Théoreme 1.1 (de factorisation) Soit v € L(E,F). tout sup-
plémentaire de ker u estisomorphe Im u. En particulier si dim £
est finie, on a :

dim E = dimker v + dim Im(u) (formule du rang)
Preuve: Si H vérifie :
E =kerud H,
on considere "application

h e Hvr+— u(h) € Imu

on vérifie que c’est un isomorphisme de K — ev.

Propriétés en dimension finie :
(1) Le rang d’une application linéaire est égale au rang de
sa matrice dans toutes bases.
(2) u estinjective si et seulement si rang(u) = dim E.
(8) w est surjective rang(u) = dim F'.
(4) u estbijective rang(u) = dim F = dim F.
(5) Sidim F = dim F, alors

u bijective <= u injective <= u injective

Proposition 1.2 Le rang est invariant par composition a gauche
ou a droite par un isomorphisme. Autrement dit si u est li-
néaire et v isomorphisme alors : rg(vou) = rg(u) etrg(uov) =

rg(u).
: @

Preuve: Utiliser les matrices.

I.5 Déterminant (rappels)
Déterminant d’une matrice carrée d’ordre n

Définition 1.5 Le déterminant d’une matrice carrée d’ordre n,
A = (aij)1<ij<n € My (K), noté det(A) est par définition le
scalaire :

n [T B a1.n

det A = Z (o) H a;,5(;) Noté aussi

oES, i=1

Développement selon ligne ou colonne
Proposition 1.3 Soit A = (a;,j)1<i,j<n alors

det(A) = (=1)"7 det(4; ;) VI<j<n

i=1

ol 4; ; est la matrice obtenue en enlevant la i®™° ligne et j™¢
colonne. De méme

det(A) = (=1)" det(4; ;) V1 <i<n.

o det(A; ;) s’appelle cofacteur d'indice (i, j), la matrice for-
mée par ses cofacteurs s’appelle comatrice de A et se

note Com(A). On montre que
Alcom(A) = det(A)I,.

Remarque 1.4 det([,) = 1 et en général le déterminant d'une
matrice triangulaire est le produit de ses coefficients diago-
naux.

Propriétés
(1) det(AB) = det(A) det(B).
(2) Une matrice A € M,, (K) est inversible si et seulement
si det(A) # 0 et dans ce cas :
1

det(A") = det(4)
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et
t

-1 _ 1
A = det(4) Com(A)

(3) Si P estinversible alors det(PAP~!) = det(A).

Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base

Définition 1.6 Soit B une base de E tel que dim ¥ = n. On ap-
pelle déterminant dans la base B, d'une famille F = (uy, ..., u,)
de n vecteurs de F, le scalaire

dets(F) = det (Mg (F))

Proposition 1.4 Soit B une base de E, et B’ famille d’éléments
de E tel que CardB’ = dim E, on a les résultats suivants :

B’ est liée si et seulement si dets(B') = 0.

B’ est libre si et seulement si detg(B’) # 0.

B’ est une base de FE si et seulement si detg(B’) # 0, et
dans cecasona:

1
deter (B) = 30,8y

Si B et B’ sont deux bases de E, alors detg(B’) = det(P)
ol P est la matrice de passage de B vers 5'.

Déterminant d’un endomorphisme.

Définition 1.7 Soitu € £ (E) . det (Mp(u)) ne dépend pas du
choix de la base B de E, on pose alors

det(u) = det (Mp(u))
et on I’appelle le déterminant de .

Proposition 1.5 Soit u,v : E — E deux endomorphismes de
E tel que dim E = n, B une base de E et B/ = (21,...,%,)
famille d’éléments de F, on a les résultats suivants :

[ det(sz) =1.

o detg(u(B')) = det(u) detp(B').

e det(uov) = det(u) det(v).

@

e yest un automorphisme de E si et seulement si det(u) #

0, avec det(u~1t) = #(u)'

II Espace dual

II.1 Forme linéaire

Définition I1.1 On appelle forme linéaire sur E toute appli-
cation linéaire ¢ : £ — K.

Exemple de forme linéaire : Trace d’une matrice carrée.

Définition I1.2 Soit A = (ai,j)lgi,jgn S ./\/ln(]K), on appelle
trace de A, le nombre note Tr(A), défini par la relation sui-
vante :

TI‘(A) = iam.
i=1

Proposition II.1 Soit A, B € M,,(K), X € K et P inversible,
on a les propriétés suivantes :

o Tr(A+ AB) = Tr(A) + A Tr(B).

e Tr(AB) = Tr(BA).

e Tr(P~1AP) = Tr(A).

Représentation matricielle d’'une famille finie de formes li-
néaires

Si B = (e1,--,ep) est une base de E et ¢ une forme li-

P
néaire non nulle sur E, alors pour tout « = E rie; € F
i=1

o(x) = a1y + - + apry, ol a; = p(e;)

la matrice ligne ( a1
base B.
En général si ¢4, ..., ¢, est une famille de formes linéaires,

ap ) est la matrice de ¢ dans la

la matrice
aii e Q1p
M= € My, (K)
ap,1 - Qnp
ot (aq aip ) est la matrice de ¢;, est appelée la ma-

trice de la famille (¢, ..., ¢,,) dans la base B.

Liens avec les systemes linéaires
L'ensemble de solutions du systeme linéaire

1121 +--+ a1 pTp = 0
S:

ap1%1 ot anpry, =0

n
n’est autre que 'intersection ﬂ ker (¢;) -

i=1
Proposition I1.2 Avec les notations ci-dessus, ona:
rang (@1, ..., pn) = rang(S) = rang(M).
En effet: toute combinaison linéaire des ¢; est en fait une
combinaison linéaire des lignes de M.
I1.2 Bases duales

L’ensemble £ (F,K) des formes linéaires sur F, se note E*
et s’appelle le dual de E, c’est un KK-e.v de méme dimension

que E.
@
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Soit B = (e1, €2, ..., ;) base de E, donc
P
Ve e E, 3 (z1,...,xp) e KP 1 2 = Zmie,,;.
i=1
Les applications
p
©; :x:Zmiei — T
=1

pour j € [1,p] sont des formes linéaires, appelées formes li-
néaires coordonnées associcées a la base B.

Théoreme I1.1 (base duale) Soit B = (ei,--- ,e,) est une base

de E, il existe une unique base (1,2, ..., p,) de E*, véri-
fiant :
Vi,j € [1,p]: @ile;) = 0i; (Symbole de Kronecker)

On pose ¢; = e et B* = (e}, -
de B dans E*.

,€;) s’appelle la base duale

Preuve: Sachant que dim £* = dim £ (E,K) = dim FE, il
suffit de montrer que la famille (1, o, .. ., ¢;,) des formes li-
néaires coordonnées associcées a la base B est libre.

Remarque IL.1 Si B = (ey,--- ,¢ep) est une base de E, alors
sa base duale B* = (ef,--- ,e;) dans E*, est définie par la

2)

relation suivante :
p

Vo = Z:cjej € E:e(x) =m;,Vie[l,p].
i=1

Ce qui permet d’écrire
T = Ze;(x)ej Vo € E.

Autrement dit, ¢} est la i*™° forme linéaire coordonnée.
Parfois on utilise Ie crochet de dualité (p, x) aulieu de ¢ (z) si
¢ € E* etx € E. Ainsi l'application

B xE—K: (p,2)— (pa)

®

est bilinéaire. On écrira alors

P
r= Z (ef,z)e; Nz e E.
j=1

Exemple I1.1 Dans F = R?, on considere B = (u,v,w) don-
nés par

u:(17_170)7 U:(07071)7 w:(17171)

Pour déterminer la base duale, il suffit de calculer les coor-
données d’un vecteur X = (z,y, z) € IR® dans cette base. Pour

cela, on note P la matrice

1 01
P= -1 0 1
0 1 1
et sa matrice inverse

1 1
- —= 0
21

Pi=1 -5 -3 1
1 1 0
2 2

@

permet d’écrire le vecteur X = (z,y, z) € R® dans B :
1 1 1
X = i(af:—y)u—o—g(—z—y—i—%)v—o—5(.7;—|—y)w

ce qui donne

X 1
u (l‘,y72)’—>§(117—y)

*

1
v :(m,y,z)HE(—x—y—i-Qz)

1
W @y 2)— 5 (@)

les trois éléments de la base duale B*.

Théoreme I1.2 (base antéduale) Soit (o1, - - , ¢p) une base de
E*, alors il existe une unique base (e1,¢2,...,¢p) de E telle
que pour tout i € [1,p], ¢; = €. (e1,€2,...,¢p) s’appelle la
base antéduale de (1, -, ¢p).

Preuve: Soient une base B = (e1, ...,e,) de Eet A = (a; ;) =

MB(QDlv"' 7991)) € Mp(]K)

La matrice M = Mg (e1,€2,...,¢&p,) est alors caractérisée
par larelation AM = I,,cadque M = A™%.

La matrice A estinversible car (o1, - - - , ¢p) est une base de
E*.

Remarque I1.2 Dans la pratique, on connait les expressions
des p; dans une base donnée C, il suffit d’inverser leur matrice

®

dans cette base pour trouver la matrice de passage de la base
C ala base antéduale cherchée :

)

Exercice IL.1 Soient o1, 2, @3 les formes linéaires définies sur
R? par:

Me (e1,€2,...,8p) = (Mc (e,

01(z) = 2z +4xo+a3, po(x) = dz1+2294 33 et p3(z) = z1+x5.

Montrer que (1, @2, 3) est une base de (IR®)* et donner sa
base antéduale.
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Réponse: Dans la base canonique de IR*, on a

315
2 4 1 8 8 4
=142 3 |enmr=| 3 L 1
110 § 8
4 4 2
ce qui donne
23 1 5
13 38 13 81 13 41
1= < =l -5 |s=] 3
i r 4
4

les trois vecteurs colonnes de M 1.

Exercice IL.2 Dans E = KK, [X], on considére, pour k = 0,1
et2:
or:Pe E— P(k).

Montrer que (g, 1, p2) est une base de E* et déterminer sa
base antéduale.

Réponse: Sa base antéduale est la base de Lagrange de
]I<2 [X ] :

Lo= 5 (X~ 1)(X~2); Li=X(2-X); Ly = ;X (X~ 1).

2

®

Qu’on peut aussi trouver en calculant I'inverse de la matrice

100
P=1111

1 2 4
de (o, ¢1,¢2) dans la base (1, X, X?) de E. Ce qui donne
avec

1 0 0
1
r 1
2
que
1 1 1
L0:1—§X+7X2;L1:2X—X2;L2:—7X+7X2.

2 2 2 2 ®

II.3 Hyperplans et formes linéaires

Proposition I1.3 Soit F' un s.e.v de E. Tous les supplémen-
taires de F' sont isomorphes.

Preuve:Si £ = F @ G = F ® H, on note pg la projection
sur G parallélement a F. L’application

p:H—G; 2+ pe(z)

est alors un isomorphisme.

En effet, pour touty € G C E, il existe (¢,z) € F x H tel
quey =t+z,doncz =y —t € H et pe(zr) = y. D'autre part,
siz € H et pg(xz) = 0, alors « € F et par conséquent z = 0.

Définition I1.3 Soit F' un s.e.v de E, sa codimension codim F,

est la dimension commune a tous ses supplémentaires (si elle
est finie). Si dim F' < oo, alors

codim F' = dim £ — dim F.
Définition II1.4 On appelle hyperplan de F tout s.e.v H de

E, de codimension 1. En dimension finie il est de dimension
dim H =dim FE — 1.

Propriétés des hyperplans
(1) Si H est un hyperplan de E et zy ¢ H, alors E = H &
]K.Tl‘o.

(2) Si @ est une forme linéaire non nulle sur F, alors ker ¢
est un hyperplan de E. &

(3) Inversement, si H est un hyperplan de F, alors il existe
¢, une forme linéaire non nulle sur E, t.q H = ker ¢.
Dans ce cas si ( a1 an ) € My, (K) \ {0} est la
matrice de ¢ dans une base B de E, 1’équation

a1r1 + -+ ap®y =0
caractérise les éléments de H et est appelée équation

cartésienne de H dans la base B.

(4) Si ¢ et sont deux formes linéaires non nulles sur E t.q
ker ¢ = ker 1, alors X # 0 t.q ¢ = Ap.

Définition I1.5 On dit que les hyperplans H; = ker¢;, 1 <
i < n, sontindépendants si la famille (¢4, ..., ¢,,) est libre dans

E*, ce qui revient a dire que le systéme linéaire (ou la matrice)
associé(e) et de rang n.

n
Théoreme I1.3 Soient Hy, ..., H, des hyperplans de E, ﬂHl
i=1
est un s.e.v de E de codimension inférieure ou égale a n, avec
égalité si et seulement si les H; sont indépendants.

Preuve: Ce n’est autre que le théoréeme du rang (version
sysytéme linéaire en MPSI) : L’ensemble de solutions du sys-
téme linéaire

1121 +--+ a1 pTp = 0
S:

ap1%1 o+ appry, =0

estuns.e.v F' de K" t.q dim F = p — rang(S) et codim F' =
rang(S) < n, avec égalité si et seulement si les équations de S
sont linéairement indépendantes.

Equations d'un s.e.v

Théoréme I1.4 Soit F un K — ev, dimE = p, F un s.e.v de
E, n = codim F. Il existe n formes linéaires indépendantes

(p1,...y ) dans E* t.q: F = ﬂ ker ;.
i=1

Dans ce cas le systeme linéaire associé aux formes linéaires,

a1,1%1 +--+ a1 pTp = 0

ap1%T1 ot appTy =0
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dans une base B de F, est appelé systeme d’équations carté-
siennes de F dans B.

Preuve: Soit (¢,,11, ...,€,) une base de F, qu’on complete
pour avoir une base B = (e1, ...,&p, Ent1, ..., €p) de E.

Si (1, ..., ¢n) est la base B*, alors F est donné par le sys-
teme homogene associé aux n formes linéaires (1, ..., ¢n).

Proposition I1.4 Soient ¢, ¢4, ..., ¢, des formes linéaires sur
El

ﬂ ker ¢; C ker p <= (A1, ..., \n) € K" tel que p = Z/\i%

i=1 i=1

Preuve: Le sens réciproque est évident. Notons par
aiil - Qip

et ( ap ... Gy )
Qn,1 e an’p

n
les matrices de (1, ..., ¢n) et  respectivement. () kerg; C

i=1
ker ¢, signifie que les deux systémes linéaires
a1,1%1 +- a1 pTp = 0
S: et
Up,1T1 +--+ Qp pTp = 0

a1,1%1 +---+ a1 pTp = 0

S -

Up1T1 + ot Appr, =0
ary +--+ ApTyp

sont équivalents et que donc la derniére équation dans (S’)
est de trop, ce qui signifie que le rang des vecteurs lignes des
matrices associées aux systémes est le méme. On peut donc
conclure que la dérniére ligne dans (S’) est combinaison li-
néaire des autres.

Et les hyperplans affines

Soit E un KK—ewv, un sous espace affine F de E de direction
un sous espace vectoriel F' et passant par un point A € E est

I’ensemble
F=A+F={A+z|zeF}.

la dimension (et codimension) de F n’est autre que celles de
F.

Si le sous espace vectoriel F' est défini par le systéeme ho-
mogene

a1y +o+ arpr, =0
So
ap 171 + Up pTp = 0

alors le sous espace affine F est caractérisé par le systeme

avec second membre

a1,1T1 4+ 4 alvpxp = bl
N

an, 171 +-ooF AnpTp = b'n,

avec, sion pose A = (z1,..., 2p) :

P
bi = a;;z;, pourtouti€ [1,n].
i=1
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