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I Matrices et applications linéaires

Matrice en tant qu’application linéaire

Soit M 2Mn;p(IK), l’application

IKp �! IKn; X 7�!MX

est linéaire. On définit alors comme pour les applications li-
néaires kerM et ImM :

(1) X 2 kerM () X 2 IKP et MX = 0.

(2) Y 2 Im(M) () Y 2 IKn et 9X 2 IKp tel que Y = MX .
En particulier rang(M) = dim Im(M):
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I.1 Matrice d’une application linéaire.

Définition I.1 Soient E et F deux IK-espace vectoriel tels que
dimE = p et dimF = n. Soient B = (ej)1�i�p une base de E
et B0 = (e0i)1�i�n une base de F et u : E ! F une application
linéaire. On appelle la matrice de u relativement aux bases B
et B0, la matrice

MB;B0(u) = (ai;j) 2Mn;p(IK)

dont la j-ème colonne est formée par les coordonnées de u(ej)
dans la base B0; c.à.d :

8j 2 [[1; p]] : u(ej) =
nX
i=1

ai;je
0
i .
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Dans le cas où B = B0 on note tout simplement MB(u), c’est
alors une matrice carrée.

Remarque I.1 (1) Avec ces notations, si x =
pX
j=1

xjej 2 E,

et y = u(x) =
nX
i=1

yie
0
i 2 F; alors

Y =MX

où

X =

0@ x1
:::
xp

1A et Y =

0@ y1
:::
yn

1A
3


représentent les matrices colonnes formées par les coor-
données de x dans B et y dans B0:

(2) L’application u �!MB;B0(u) définit un isomorphisme
d’espaces vectoriels entre L(E;F ) etMn;p(IK):

(3) En plus si G est un autre IK � ev et B00 une base de G;
alors

MB;B0(v � u) =MB0;B00(v):MB;B0(u)

pour tout u 2 L (E;F ) et v 2 L (F;G) : En particulier
l’application

u 2 L (E) 7�!MB(u) 2Mn (IK)

est un isomorphisme d’algèbre.
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(4) Ce qui permet de déduire que, MB;B0(u) est inversible
si et seulement si u est un isomorphisme et dans ce cas

MB;B0(u)
�1 =MB0;B(u

�1):

I.2 Matrice d’une famille de vecteurs dans une
base

Définition I.2 Soit E un IK-espace vectoriel de dimension n,
B = (e1; :::; en) une base de E et C = (V1; :::; Vp) une famille
de p vecteurs de E, la matrice de la famille C dans la base B
est la matrice notéeMB(C) = (ai;j) 2Mn;p (IK)telle que

8j 2 [[1; p]] : Vj =
nX
i=1

ai;jei .
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dont les colonnes sont formées par les coordonnées des élé-
ments de C dans B.

Exemple I.1 MB(B) = In et en général :

MB (�1e1; :::; �nen) = diag(�1; :::; �n):

Proposition I.1 Avec les notations de la définition précédente
on a :

rang (MB(C)) = rang(C):

En particulier C est une base de E si et seulement si MB(C)
est inversible.

6


CPGE Médiane Sup. Oujda. Cours MP. Dualité en dimension finie

www.medianesup.com seddoug@medianesup.com



I.3 Matrice de passage entre deux bases

Définition I.3 SoitE un IK-espace vectoriel etB1;B2 deux bases
de E de dimension n. La matrice de passage de B1 vers B2 est
la la matrice carrée d’ordre n notée PB1;B2 définie par :

PB1;B2 =MB1(B2):

Remarque I.2 On a aussi PB1;B2 =MB2;B1(idE): Ce qui per-
met de déduire

Les formules de changement de bases

Si X1 2 Mn;1 (IK) désigne la matrice colonne formée par
les coordonnés de x dans B1 et X2 2 Mn;1 (IK) celle formée
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par ses coordonnées dans B2 alors on a la formule de change-
ment de base

X1 = PX2 .

et si F est un autre IK-espace vectoriel, B01;B02 deux bases de
F , alors pour tout u 2 L (E;F ), si on pose M2 =MB2;B02(u);
M1 =MB1;B01(u) et P = PB01;B02 ; Q = PB1;B2 on a la formule

M2 = P�1M1Q;

on dit alors que M1 et M2 sont équivalentes.

Exercice I.1 Montrer que deux matrices sont équivalentes si
et seulement si elles ont même rang.
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En particulier si E = F; B1 = B01; B2 = B02 et M2 =
MB2(u); M1 =MB1(u) alors

M2 = P�1M1P;

on dit alors que M1 et M2 sont semblables.

I.4 Rang d’une application linéaire

Définition I.4 Soit u 2 L(E;F ): Si Imu est de dimension fi-
nie, on pose rang u = dim(Imu):

Remarque I.3 rang u est défini si dimE ou dimF finie et dans
ce cas

rang u � min(dimE;dimF ):
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Théorème I.1 (de factorisation) Soit u 2 L(E;F ). tout sup-
plémentaire de keru est isomorphe Imu: En particulier si dimE
est finie, on a :

dimE = dimkeru+ dim Im(u) (formule du rang)

Preuve: Si H vérifie :

E = keru�H;

on considère l’application

h 2 H 7�! u(h) 2 Imu

on vérifie que c’est un isomorphisme de IK� ev:
10


Propriétés en dimension finie :

(1) Le rang d’une application linéaire est égale au rang de
sa matrice dans toutes bases.

(2) u est injective si et seulement si rang(u) = dimE.
(3) u est surjective rang(u) = dimF .
(4) u est bijective rang(u) = dimE = dimF .
(5) Si dimE = dimF; alors

u bijective () u injective () u injective

Proposition I.2 Le rang est invariant par composition à gauche
ou à droite par un isomorphisme. Autrement dit si u est li-
néaire et v isomorphisme alors : rg(v �u) = rg(u) et rg(u�v) =
rg(u).
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Preuve: Utiliser les matrices.

I.5 Déterminant (rappels)

Déterminant d’une matrice carrée d’ordre n

Définition I.5 Le déterminant d’une matrice carrée d’ordre n,
A = (ai;j)1�i;j�n 2 Mn (IK), noté det(A) est par définition le
scalaire :

detA =
X
�2Sn

"(�)
nY
i=1

ai;�(i) noté aussi

�������
a1;1 � � � a1;n

...
. . .

...
an;1 � � � an;n

�������
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Développement selon ligne ou colonne

Proposition I.3 Soit A = (ai;j)1�i;j�n alors

det(A) =
nX
i=1

(�1)i+j det(Ai;j) 81 � j � n

où Ai;j est la matrice obtenue en enlevant la i�eme ligne et j�eme

colonne. De même

det(A) =

nX
j=1

(�1)i+j det(Ai;j) 81 � i � n:

� det(Ai;j) s’appelle cofacteur d’indice (i; j), la matrice for-
mée par ses cofacteurs s’appelle comatrice de A et se
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note Com(A). On montre que

Atcom(A) = det(A)In:

Remarque I.4 det(In) = 1 et en général le déterminant d’une
matrice triangulaire est le produit de ses coefficients diago-
naux.

Propriétés

(1) det(AB) = det(A) det(B).
(2) Une matrice A 2 Mn (IK) est inversible si et seulement

si det(A) 6= 0 et dans ce cas :

det(A�1) =
1

det(A)
14
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et

A�1 =
1

det(A)

t

Com(A)

(3) Si P est inversible alors det(PAP�1) = det(A).

Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base

Définition I.6 Soit B une base deE tel que dimE = n. On ap-
pelle déterminant dans la baseB, d’une familleF = (u1; :::; un)
de n vecteurs de E; le scalaire

detB(F) = det (MB (F))

Proposition I.4 Soit B une base de E, et B0 famille d’éléments
de E tel que CardB0 = dimE, on a les résultats suivants :
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� B0 est liée si et seulement si detB(B0) = 0.
� B0 est libre si et seulement si detB(B0) 6= 0.
� B0 est une base de E si et seulement si detB(B0) 6= 0, et

dans ce cas on a :

detB0(B) =
1

detB(B0)

� Si B et B0 sont deux bases de E, alors detB(B0) = det(P )
où P est la matrice de passage de B vers B0.
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Déterminant d’un endomorphisme.

Définition I.7 Soit u 2 L (E) : det (MB(u)) ne dépend pas du
choix de la base B de E, on pose alors

det(u) = det (MB(u))

et on l’appelle le déterminant de u.

Proposition I.5 Soit u; v : E �! E deux endomorphismes de
E tel que dimE = n, B une base de E et B0 = (x1; : : : ; xn)
famille d’éléments de E, on a les résultats suivants :
� det(idE) = 1.
� detB(u(B0)) = det(u) detB(B0).
� det(u � v) = det(u) det(v).
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� u est un automorphisme deE si et seulement si det(u) 6=
0, avec det(u�1) =

1

det(u)
:

II Espace dual

II.1 Forme linéaire

Définition II.1 On appelle forme linéaire sur E toute appli-
cation linéaire ' : E �! IK.
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Exemple de forme linéaire : Trace d’une matrice carrée.

Définition II.2 Soit A = (ai;j)1�i;j�n 2 Mn(IK), on appelle
trace de A, le nombre note Tr(A), défini par la relation sui-
vante :

Tr(A) =
nX
i=1

ai;i:

Proposition II.1 Soit A;B 2 Mn(IK); � 2 IK et P inversible,
on a les propriétés suivantes :
� Tr(A+ �B) = Tr(A) + �Tr(B):
� Tr(AB) = Tr(BA).
� Tr(P�1AP ) = Tr(A).
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Représentation matricielle d’une famille finie de formes li-
néaires

Si B = (e1; � � � ; ep) est une base de E et ' une forme li-

néaire non nulle sur E, alors pour tout x =
pX
i=1

xiei 2 E :

'(x) = a1x1 + � � �+ apxp; où ai = '(ei)

la matrice ligne
�
a1 ::: ap

�
est la matrice de ' dans la

base B:
En général si '1; :::; 'n est une famille de formes linéaires,

20


la matrice

M =

0@ a1;1 ::: a1;p
::: ::: :::
an;1 ::: an;p

1A 2Mn;p (IK)

où
�
ai;1 ::: ai;p

�
est la matrice de 'i; est appelée la ma-

trice de la famille ('1; :::; 'n) dans la base B:

Liens avec les systèmes linéaires

L’ensemble de solutions du système linéaire

S :

8<: a1;1x1 + � � �+ a1;pxp = 0
::: ::: :::

an;1x1 + � � �+ an;pxp = 0
21


n’est autre que l’intersection
n\
i=1

ker ('i) :

Proposition II.2 Avec les notations ci-dessus, on a :

rang ('1; :::; 'n) = rang(S) = rang(M):

En effet: toute combinaison linéaire des 'i est en fait une
combinaison linéaire des lignes de M:

II.2 Bases duales

L’ensemble L (E; IK) des formes linéaires surE, se noteE�

et s’appelle le dual de E, c’est un IK-e.v de même dimension
que E.
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Soit B = (e1; e2; :::; ep) base de E; donc

8x 2 E;9! (x1; :::; xp) 2 IKp : x =

pX
i=1

xiei:

Les applications

'j : x =

pX
i=1

xiei 7�! xj

pour j 2 [[1; p]] sont des formes linéaires, appelées formes li-
néaires coordonnées associcées à la base B:

Théorème II.1 (base duale) Soit B = (e1; � � � ; ep) est une base
23


de E, il existe une unique base ('1; '2; : : : ; 'p) de E�, véri-
fiant :

8i; j 2 [[1; p]] : 'i(ej) = �i;j (Symbole de Kronecker)

On pose 'i = e�i et B� = (e�1; � � � ; e�p) s’appelle la base duale
de B dans E�:

Preuve: Sachant que dimE� = dimL (E; IK) = dimE; il
suffit de montrer que la famille ('1; '2; : : : ; 'p) des formes li-
néaires coordonnées associcées à la base B est libre.

Remarque II.1 Si B = (e1; � � � ; ep) est une base de E, alors
sa base duale B� = (e�1; � � � ; e�p) dans E�, est définie par la
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relation suivante :

8x =
pX
i=1

xjej 2 E : e�i (x) = xi;8i 2 [[1; p]]:

Ce qui permet d’écrire

x =

pX
i=1

e�j (x)ej ;8x 2 E:

Autrement dit, e�i est la i�eme forme linéaire coordonnée.
Parfois on utilise le crochet de dualité h'; xi aulieu de ' (x) si
' 2 E� et x 2 E. Ainsi l’application

E� � E �! IK; ('; x) 7�! h'; xi
25


est bilinéaire. On écrira alors

x =

pX
j=1



e�j ; x

�
ej ;8x 2 E:

Exemple II.1 Dans E = IR3; on considère B = (u; v; w) don-
nés par

u = (1;�1; 0) ; v = (0; 0; 1) ; w = (1; 1; 1)

Pour déterminer la base duale, il suffit de calculer les coor-
données d’un vecteurX = (x; y; z) 2 IR3 dans cette base. Pour
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celà, on note P la matrice

P =

0@ 1 0 1
�1 0 1
0 1 1

1A
et sa matrice inverse

P�1 =

0BBBB@
1

2
�1
2

0

�1
2

�1
2

1

1

2

1

2
0

1CCCCA
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permet d’écrire le vecteur X = (x; y; z) 2 IR3 dans B :

X =
1

2
(x� y)u+ 1

2
(�x� y + 2z) v + 1

2
(x+ y)w

ce qui donne

u� : (x; y; z) 7�! 1

2
(x� y)

v� : (x; y; z) 7�! 1

2
(�x� y + 2z)

w� : (x; y; z) 7�! 1

2
(x+ y)

les trois éléments de la base duale B�:
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Théorème II.2 (base antéduale) Soit ('1; � � � ; 'p) une base de
E�, alors il existe une unique base ("1; "2; : : : ; "p) de E telle
que pour tout i 2 [[1; p]]; 'i = "�i . ("1; "2; : : : ; "p) s’appelle la
base antéduale de ('1; � � � ; 'p).

Preuve: Soient une baseB = (e1; :::; ep) deE etA = (ai;j) =
MB ('1; � � � ; 'p) 2Mp (IK) :

La matrice M = MB ("1; "2; : : : ; "p) est alors caractérisée
par la relation AM = Ip, c.à.d que M = A�1:

La matriceA est inversible car ('1; � � � ; 'p) est une base de
E�:

Remarque II.2 Dans la pratique, on connait les expressions
des 'i dans une base donnée C, il suffit d’inverser leur matrice
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dans cette base pour trouver la matrice de passage de la base
C à la base antéduale cherchée :

MC ("1; "2; : : : ; "p) =
�
MC

�
"�1; � � � ; "�p

���1
:

Exercice II.1 Soient '1; '2; '3 les formes linéaires définies sur
IR3 par :

'1(x) = 2x1+4x2+x3; '2(x) = 4x1+2x2+3x3 et '3(x) = x1+x2:

Montrer que ('1; '2; '3) est une base de (IR3)� et donner sa
base antéduale.
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Réponse: Dans la base canonique de IR3; on a

M =

0@ 2 4 1
4 2 3
1 1 0

1A et M�1 =

0BBBB@
�3
8

1

8

5

4
3

8
�1
8

�1
4

1

4

1

4
�3
2

1CCCCA
ce qui donne

"1 =

0BBBB@
�3
8
3

8
1

4

1CCCCA ; "2 =

0BBBB@
1

8

�1
8
1

4

1CCCCA ; "3 =

0BBBB@
5

4

�1
4

�3
2

1CCCCA
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les trois vecteurs colonnes de M�1:

Exercice II.2 Dans E = IK2 [X] ; on considère, pour k = 0; 1
et 2 :

'k : P 2 E 7�! P (k) :

Montrer que ('0; '1; '2) est une base de E� et déterminer sa
base antéduale.

Réponse: Sa base antéduale est la base de Lagrange de
IK2 [X] :

L0 =
1

2
(X � 1) (X � 2) ; L1 = X (2�X) ; L2 =

1

2
X (X � 1) :
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Qu’on peut aussi trouver en calculant l’inverse de la matrice

P =

0@ 1 0 0
1 1 1
1 2 4

1A
de ('0; '1; '2) dans la base

�
1; X;X2

�
de E: Ce qui donne

avec

P�1 =

0BB@
1 0 0

�3
2

2 �1
2

1

2
�1 1

2

1CCA
que

L0 = 1�
3

2
X +

1

2
X2; L1 = 2X �X2; L2 = �

1

2
X +

1

2
X2:
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II.3 Hyperplans et formes linéaires

Proposition II.3 Soit F un s:e:v de E: Tous les supplémen-
taires de F sont isomorphes.

Preuve: Si E = F � G = F � H; on note pG la projection
sur G parallélement à F: L’application

' : H �! G; x 7�! pG(x)

est alors un isomorphisme.
En effet, pour tout y 2 G � E; il existe (t; x) 2 F �H tel

que y = t+ x; donc x = y � t 2 H et pG(x) = y: D’autre part,
si x 2 H et pG(x) = 0; alors x 2 F et par conséquent x = 0:

Définition II.3 Soit F un s.e.v de E, sa codimension codimF ,
34


est la dimension commune à tous ses supplémentaires (si elle
est finie). Si dimE <1; alors

codimF = dimE � dimF:

Définition II.4 On appelle hyperplan de E tout s.e.v H de
E, de codimension 1. En dimension finie il est de dimension
dimH = dimE � 1:

Propriétés des hyperplans

(1) Si H est un hyperplan de E et x0 =2 H , alors E = H �
IKx0.

(2) Si ' est une forme linéaire non nulle sur E, alors ker'
est un hyperplan de E.
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(3) Inversement, si H est un hyperplan de E, alors il existe
', une forme linéaire non nulle sur E, t.q H = ker'.
Dans ce cas si

�
a1 ::: an

�
2 M1;n (IK) r f0g est la

matrice de ' dans une base B de E; l’équation

a1x1 + � � �+ anxn = 0

caractérise les éléments de H et est appelée équation
cartésienne de H dans la base B:

(4) Si ' et  sont deux formes linéaires non nulles sur E t.q
ker' = ker , alors 9� 6= 0 t.q ' = � :

Définition II.5 On dit que les hyperplans Hi = ker'i; 1 �
i � n; sont indépendants si la famille ('1; :::; 'n) est libre dans
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E�; ce qui revient à dire que le système linéaire (ou la matrice)
associé(e) et de rang n:

Théorème II.3 Soient H1; : : : ;Hn des hyperplans de E,
n\
i=1

Hi

est un s.e.v de E de codimension inférieure ou égale à n, avec
égalité si et seulement si les Hi sont indépendants.

Preuve: Ce n’est autre que le théorème du rang (version
sysytème linéaire en MPSI) : L’ensemble de solutions du sys-
tème linéaire

S :

8<: a1;1x1 + � � �+ a1;pxp = 0
::: ::: :::

an;1x1 + � � �+ an;pxp = 0
37


est un s.e.v F de IKn t.q dimF = p � rang(S) et codimF =
rang(S) � n, avec égalité si et seulement si les équations de S
sont linéairement indépendantes.

Equations d’un s.e.v

Théorème II.4 Soit E un IK � ev, dimE = p; F un s.e.v de
E; n = codimF: Il existe n formes linéaires indépendantes

('1; :::; 'n) dans E� t.q : F =
nT
i=1

ker'i.

Dans ce cas le système linéaire associé aux formes linéaires,8<: a1;1x1 + � � �+ a1;pxp = 0
::: ::: :::

an;1x1 + � � �+ an;pxp = 0
38
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dans une base B de E; est appelé système d’équations carté-
siennes de F dans B:

Preuve: Soit ("n+1; :::; "p) une base de F; qu’on complète
pour avoir une base B = ("1; :::; "n; "n+1; :::; "p) de E:

Si ('1; :::; 'n) est la base B�; alors F est donné par le sys-
tème homogène associé aux n formes linéaires ('1; : : : ; 'n) :

Proposition II.4 Soient '; '1; ..., 'n des formes linéaires sur
E,

n\
i=1

ker'i � ker'() 9(�1; :::; �n) 2 IKn tel que ' =
nX
i=1

�i'i

39


Preuve: Le sens réciproque est évident. Notons par0@ a1;1 � � � a1;p
::: ::: :::

an;1 � � � an;p

1A et
�
a1 ::: ap

�

les matrices de ('1; :::; 'n) et ' respectivement.
nT
i=1

ker'i �

ker'; signifie que les deux systèmes linéaires

S :

8<: a1;1x1 + � � �+ a1;pxp = 0
::: ::: :::

an;1x1 + � � �+ an;pxp = 0
et
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S 0 :

8>><>>:
a1;1x1 + � � �+ a1;pxp = 0

::: ::: :::
an;1x1 + � � �+ an;pxp = 0
a1x1 + � � �+ apxp

sont équivalents et que donc la dernière équation dans (S 0)
est de trop, ce qui signifie que le rang des vecteurs lignes des
matrices associées aux systèmes est le même. On peut donc
conclure que la dérnière ligne dans (S 0) est combinaison li-
néaire des autres.

Et les hyperplans affines

SoitE un IK�ev; un sous espace affineF deE de direction
un sous espace vectoriel F et passant par un point A 2 E est
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l’ensemble

F = A+ F = fA+ x j x 2 Fg :

la dimension (et codimension) de F n’est autre que celles de
F:

Si le sous espace vectoriel F est défini par le système ho-
mogène

S0

8<: a1;1x1 + � � �+ a1;pxp = 0
::: ::: :::

an;1x1 + � � �+ an;pxp = 0

alors le sous espace affine F est caractérisé par le système
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avec second membre

S

8<: a1;1x1 + � � �+ a1;pxp = b1
::: ::: :::

an;1x1 + � � �+ an;pxp = bn

avec, si on pose A = (z1; :::; zp) :

bi =

pX
j=1

ai;jzj ; pour tout i 2 [[1; n]]:
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