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I Idéaux d’un anneau commutatif

I.1 Définitions

Définition I.1 Un idéal I est un sous-groupe additif, stable
par multiplication par tout élément de ’'anneau A :
eVy,ycl:z—yel
eVac AVrel:axel

Définition 1.2 Un idéal principal est une partie de la forme
aA = {azx | © € A}. C’est I'idéal engendré par a (le plus petit

qui contienne a).

Exercice I.1 aA = bA si, et seulement si, a = bu avec u inver-

sible.
@

Remarque I.1 Si A est une algebre tout idéal est en un sous
espace vectoriel.

propriétés
(1) La somme (resp. l'intersection) d'une famille d’idéaux
est un idéal.
(2) Le noyau d’un morphisme d’anneaux est un idéal.

(3) Un idéal est I'anneau entier si et seulement si il contient
un élément inversible.

(4) a divise b (ie 3c € A | b = ac) si et seulement si I'idéal
aA contient I'idéal bA.

@

1.2 Idéauxde Z
Théoréeme 1.1 Tout idéal de Z est principal.

Preuve: Utilise la division euclidienne.

PGCD et PPCM dans Z
Dans Z tout idéal est principal, on déduit donc :
Proposition I.1 Soient a,b € Z,on a:

e aZ + bZ = dZ avec d = PGCD(a, b).
e aZ N bZ = mZ avec m = PPCM(a, b).

®

Théoréme 1.2 (Bezout) Les entiers a et b sont premiers entre
eux si et seulement si il existe u, v tels que au + bv = 1.

Théoreme 1.3 (Gauss) Soienta, b, c € Z;sia divise bc en étant
premier avec c, alors a divise b.

Deux autres propositions :

Proposition 1.2 (Euclide) Si a est premier avec b et avec c,
alors il est premier avec be.

Proposition 1.3 Si a et b sont premiers entre eux et divisent
tous deux ¢, alors ab divise c.

@

Exercice 1.2 Montrer que si le carré d’un rationnel est un en-
tier, alors ce rationnel est entier.

II Congruence dans Z

II.1 Définitions — Exemples

Définition I1.1 On dit que a est congru a b modulo n et on
note a = b (mod n) sin divise |b — al , i.e:

a=b(modn) <= a—>benZ

®
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La relation (mod n) est une relation d’équivalence, ses classes
constituent ’ensemble Z/nZ. Ainsi la classe de a € Z est

a={a+kn|kelZ}.

II.2 L'anneau Z/nZ

Théoréeme I1.1 L'ensemble Z/nZ a exactement n éléments. C’est
un anneau avec les lois définies par

a+b=a+b, axb=axb
Ses éléments neutres sont 0 et 1.

Preuve: La faire comme exercice (Sup).

©®

Proposition II.1 L'application a € Z +— a € Z/nZ est un
morphisme d’anneaux surjectif.

Théoréeme I1.2 Z/nZ est un corps si et seulement si n est pre-
mier.

On a ainsi une famille infinie de corps, finis et de cardinal
premier.
Preuve: Utiliser Bezout.

Exercice I1.1 Déduire du Théoréeme de Gauss que pour p pre-

mier, p divise tous les [}, k = 1..p — 1. On en déduit dans
Z/pZ, on ala relation (a + b)? = a? + bP.

@

Exercice I1.2 Montrer que tout anneau (commutatif) FINI et
intégre est un corps.

Dans ce cas, on a des résultats classiques :

Exercice I1.3 Dans Z/pZ, p premier, on considere 'applica-
tion z —— ax oll a est un élément inversible fixé.

(1) Montrer que l'application est bijective (c’est méme un
automorphisme du groupe additif).
En déduire le (petit!)

(2) Théoreme de Fermat: a?~! =1 (mod p) poura Ap = 1,
etle

(3) Théoreme de Wilson : (p — 1)! = —1 (mod p) en tra-

H axr

z€(Z/pL)*

vaillant sur

Exercice I1.4 Trouver les diviseurs de zéro dans Z/20Z.

Exercice II.5 Résoudre 622 — 5z + 1 = 0 (mod p) pour divers
nombres premiers p.
I1.3 Fonction indicatrice d’Euler

Théoreme I1.3 Les éléments de Z/nZ se répartissent en deux
classes :

®©

e Les diviseurs de zéro; ce sont les a € Z/nZ tels qu'il
existe b # 0aveca x b =10
o Les éléments inversibles pour X, qui vérifient

a€(Z/nZ) <= arn=1

(Z/nZ)* désigne le groupe des inversible de Z/nZ.
Ces éléments inversibles sont précisément les généra-
teurs du groupe cyclique Z/nZ.

Définition IL.2 le cardinal de (Z/nZ)" est noté ®(n), appelé
indicateur d’Euler de n. ® est appelée fonction indicatrice d’Eu-
ler. On convient que ®(1) = 1.

Par exemple, ®(p) = p — 1 pour p premier. Et en général,

ona:

Proposition IL.2 Sip > 2 est premier alors pour tout o € IN*;
(ot fet a—1 a—1 fet 1
O =p" —p* =" =) =p" (1= )

Preuve: ®(p®) est égal au nombre des m € [1,p* — 1] qui
ne sont pas divisibles par p. Il s’agit donc des entiers qui ne
sont pas de la forme

kp avecl <k <p*!—-1

qui sont en nombre de p®*~! — 1.Donc ®(p*) = (p* —1) —
(pa—l _ 1) — pa _pa—l‘

Théoréme I1.4 Soient m > 2 et n > 2 deux entiers premiers
entre eux. Alors ®(nm) = ®(m)®(n). ®

Preuve: Il s’agit de montrer que
card (Z/nmZ)" = card (Z/mZ)" x card (Z/nZ)" .
Pour cela on montre que 1’application 1 :

(Z/nmZ)" — (Z/nZ)" x (Z/mZ)"
e ()

ol k et k désignent respectivement les classes de k dans Z/nZ
et Z/mZ, est bijective. On démontre d’abord le

Lemme II.1 (Théoréme des restes chinois) Sim > 2etn > 2

@

deux entiers premiers entre eux. Alors le systeme de congruence

{ x = a (mod n)

z = b (mod m) (IL1)

admet des une solution pour tout a, b dans Z. En plus si z ety
sont solution alors = = y (mod nm).
(1]

En effet: Soient u, v € Z tels que un+vm = 1, donc“un" =

1 et’vm’ = 1. On pose x = avn + bum. On a alors

L] ° o0 oo
N A o~ - o0
T=Gum+bun =a et T =aum+ bun = b

ce qui signifie que x est solution du probleme (IL.1).

(&
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Soientx =a+kn =b+k'mety =a+ hn=>b+ h'm deux
solutions.

Alorsy —z € nZNmZ =nmZ (car n A m = 1).

Retour au théoreme: Le lemme montre que ¢ est surjec-

tive : si <(3, .b.) € (Z/nZ)" x (Z/mZ)" alors il existe = € Z tel
que

z = a (mod n)
{ x = b (mod m)

o0
ce qui signifie que% —aetT =b et puisque xAn =aAn =1

etz Am =bAm =1 alors x est premier avec n et m qui sont
premiers entre eux donc il est premier avec leur produit.

D’autre part si k' et k ont méme image <(§, b) alors k et

k' sont solution du probleme (IL.1) et sont donc = (mod mn)
donc k£’ = k. Donc 9 est injective et par conséquent bijective.

m;

Théoreme II.5 Pour tout n = [[, p;

d(n) = 1:[;);”7" (1 — pi) =n

> 2, les p; premiers,

n )

p premier, divisant n

12
Exemple IL.1 ®(n = 293%) = 33" sia,be IN*.

®

III Le cas de KK[X]

Curieusement, tout se passe comme dans Z. C’est qu’on a
la méme propriété d’existence d’une division euclidienne :

III.1 Division euclidienne dans IK[.X]

Théoreme III.1 Soient A4, B € K[X], Bnonnul. Alors il existe
un et un seul couple (@, R) tel que A = B.Q + Retdeg(R) <
deg(B).

Preuve: par récurrence sur le degré : c’est effectuer la divi-
sion en partant du terme de plus haut degré!

IT1.2 Idéaux de IK[X]

Théoreme II1.2 K[X] est principal, i.e. les idéaux de K[X]
sont engendrés par un seul élément : ils sont de la forme I =
PK[X].

Preuve: La division euclidienne! ...

ITI.3 Propriétés arithmétiques de IK[X]

Comme dans Z, K [ X] étant principale, alors les Théoremes
de Gauss, Bezout, Euclide, . . . s’appliquent. PGCD et PPCM
existent et sont uniques (a un élément inversible, cad une unité,
cad une constante non nulle, pres). Il y a factorisation unique
en produit de facteurs irréductibles, unique a 1’ordre pres, en

prenant les facteurs unitaires.Dans Z tout idéal est principal,
on déduit donc :

Proposition II.1 Soient A, B € K[X],ona:
e AK[X]+ BK[X] = DK[X]avec D = PGCD(A4, B).
o AK[X]N BK[X] = MK [X] avec M = PPCM(4, B).

Théoreme II1.3 (Bezout) Deux polyndémes A et B sont pre-
miers entre eux si et seulement si il existe U, V dans K [X] tels

que AU + BV =1.

Théoréme I11.4 (Gauss) Soient A, B,C € K[X]; si A divise
BC en étant premier avec C, alors A divise B.

Des dizaines de propriétés arithmétiques, comme dans Z,
en découlent. En voici deux autres :

Proposition II1.2 (Euclide) Si A est premier avec B et avec C,
alors il est premier avec BC.

Proposition II1.3 Si A et B sont premiers entre eux et divisent
tous deux C, alors AB divise C.

Remarque III.1 D’apres le Théoreme de D’Alembert-Gauss,
les facteurs irréductibles sont :
e dans C[X], les polynomes de degré 1.
o R[X], les polyndmes de degré 1 et les polyndmes de
degré 2 sans racine réelle.

IV Fonction polynomiale

IV.1 Rappels
Racine d’un polyndmes

e Soit P € K[X], a € Kestracine de Psi P () = 0.

Proposition IV.1 « est racine de P si et seulement si (X — «)
divise P.

e On dit que « est racine de P de multiplicité p € IN*, si
(X — )" divise P et (X —a)**" ne divise pas P.

e 5i P (a) # 0, on dit que « est de multiplicité 0.

@

Formules de Taylor

Soient P € K[X], n = deg(P) et @ € K. Les formules
suivantes sont équivalentes et s’appellent formule de Taylor :

P(X)= }n: P (k;'(“) (X —a)* (Iv.1)
k=0 ’
P(X +a)= Zn: r <k;'(“)xk’ (IV.2)
k=0 ’
n ak
P(X) = FPW (X) (IV.3)
k=0 "

@
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une application de ces formules est la caractérisation suivante
de la multiplicité :

Proposition IV2 P € K[X], 1 € IN" et @ € K. « est racine
de P de multiplicité . si et seulement si

Pl@)=P(a)="---= pe-1) () =0et P (a) # 0.

Relations entre coefficients et racines
Le principale résultat généralise les relations :

ay ag
1 +2x9=—— et r1x90 = —
az as

si P = a;X? + a1 X + ag (avec as # 0) admettant les deux
racines z; et o (non nécessairement distinctes).

n
Proposition IV.3 Soit P = Zaka € K[X], de degré n, ad-
k=0
mettant les racines z;, 1 < i < n (non nécessairement dis-
tinctes), alors

Qp—
nok (o) > i Ty T

1< <io<---<ip<n
(Formules de Newton)

pour tout k € [1,n].

®

IV.2 Polynéme annulateur
Soit A une IK—algebre, pour tout v € A, on pose
wW=14, ul =uetVn e N: " =y x u”
Et l'application A — A,u — P(u) := Zakuk est appelée

k=0
fonction polynémiale dans A

Proposition IV.4 Pour tout u € A, I'application K[X] — A,
P — P(u) est un morphisme d’algebre :

VP,Q € K[X],VA € K: (P +AQ) (u) = P(u) + AQ(w)
(P xQ)(u) = P(u)Q(u)
@)

et de maniére évidente (P o Q) (u) = P(Q(u)). Son image est
noté K [u] .

Théoréme IV.1 Pour tout u € A, le noyau
{P e K[X] | P(u) = 0}

du morphisme d’algebre K[X] — A, P — P(u) estunidéal
de A, c’est un idéal principal, donc il existe A € K [X] tel que

(P e K[X]| P(u) = 0} = K [X] A.

Preuve: facile

®

IV.3 Polynéme minimal

Définition IV.1 Si{P € K[X] | P(u) = 0} # {0} ,'unique po-
lyndme unitaire A tel que {P € K[X] | P(u) =0} = K[X].A
est appelé polyndme minimal de u. On le notera . C’est le
polyndme de degré minimal dans K[u] \ {0} .

Exemples
(1) Siae K (A=K), 71, = (X —a).

2) Dans C (comme R-algebre), 7; = X2 + 1.
2) ( g

(8) Dans M,,(K), w57, = X — A. Si N € M,,(K) est nilpo-
tente d’indice p alors 7y = XP?.

®

(4) Dans L(E) (E unIK—ev ), si u est un projecteur (respec-
tivement symétrie), m, = X2 — X (resp X2 — 1).

Théoréme IV.2 v € A admet un polyndéme annulateur non
nul si et seulement si IK[a] est de dimension finie, auquel cas
dim Kla] = deg m,.

Preuve: Une base de K[a] est (1, u, ...,u?~!) olip = deg m,.
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