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Vocabulaire

Les définitions d’une série, de sa convergence, de la somme,
du reste, sont comme dans IR (ou C). Les propriétés de linéa-
rité subsistent.
� Soit (un)n une suite d’éléments de E. On appelle sé-

rie de terme général un la suite (Sn)n définie par Sn =
nX
k=0

uk:

Cette série est notée
X
un et Sn est appelé somme partielle

de rang n de cette série.
� On dit que la série

X
un converge si la suite (Sn)n converge.

Sa limite S est alors appelée la somme de la série et est

1


notée
+1X
n=0

un .

On introduit aussiRn = S�Sn =
+1X

k=n+1

uk appelé reste de

rang n de la série.
� La Condition de Cauchy pour la série

X
un est celle des

suites de ses sommes partielles :

8" > 0;9N 2 IN tel que

8n � p � N :








nX
k=p

uk







 � "
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Série absolument convergente

Définition .1 Une série
X
un d’éléments de E est dit absolu-

ment convergente si la série numérique
X

kunk converge.

Théorème .1 Si
X
un est une série absolument convergente

d’éléments d’un espace de Banach alors elle est convergente
et 






+1X
n=0

un






 �
+1X
n=0

kunk

Preuve: On montre que la suite (Sn) est de Cauchy.
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Exercice .1 Montrer que si dans un evn E toute série absolu-
ment convergente est convergente alors E est un Banach.

Remarque .1 Si dimE finie, E est complet donc les séries ab-
solument convergentes sont convergentes.

Définition .2 Une série convergente et non absolument conver-
gente est dite semi-convergente.

Par exemple la série harmonique
X (�1)n

n
(et pas mal de

séries vérifiant le critère d’Abel) sont semi-convergente.

4


I Extention de la notion de série (Famille
sommable)

I.1 Commutative convergence

Définition I.1 Soit
X
un une série dans un Banach. On dit

que
X
un est commutativement convergente si pour toute

permutation � de IN; la série
X
u�(n) est convergente de même

somme que
X
un: Celà signifie que la série est convergente

vers une même somme même si on permute l’ordre des termes
dans la somme.

5


Théorème I.1 Si une série
P
un est absolument convergente

dans un Banach E; alors elle est commutativement conver-
gente.

Preuve: D’abord pour toute permutation � de IN; on a

NX
n=0

k u�(n) k�
+1X
n=0

kunk :

D’autre part si on pose

` =
+1X
n=0

un et `� =
+1X
n=0

u�(n)
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on a, pour tout n 2 IN;

k`� � `k �






nX
k=0

uk � `





+







nX
k=0

u�(k) � `�







+







nX
k=0

uk �
nX
k=0

u�(k)







Soit " > 0; il existe N 2 IN tel que 8n � N :






nX
k=0

uk � `





+







nX
k=0

u�(k) � `�






 � "
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et puisque la série
P
kunk vérifie le critère de Cauchy, il existe

N 0 � N tel que 8n � p � N 0 :

nX
k=p

kukk � "

on considère alors N 00 = max��1 ([[0; N 0]]) � N 0 de sorte que
[[0; N 0]] � � ([[0; N 00]]) : On a donc 8n � N 00






nX
k=0

uk �
nX
k=0

u�(k)






 �
max�([[0;n]])X
k=N 0+1

kukk � "

on conclut donc que pour tout " > 0

k`� � `k � 2"
8


et par conséquent `� = `:

I.2 Famille dénombrable absolument sommable

On considère une famille (ui)i2I d’éléments d’un Banach
E; I un ensemble dénombrable (dans la pratique I = IN; IN2

ou Z). Soit
� : IN �! I bijective

La sommabilité de la famille (ui)i2I est une généralisation
de la convergence commutative des séries.

Définition I.2 On dit que la famille (ui)i2I est absolument
sommable si la série

X
n�0



u�(n)

 est convergente. Ceci étant

9


alors indépendant de la bijection �:

Proposition I.1 Une suite (un)n2IN est absolument sommable
si et seulement si la série

X
n�0

un est absolument convergente.

Théorème I.2 (et définition) Si la famille (ui)i2I est absolu-
ment sommable alors pour toute bijection � : IN �! I; la

série
X
n�0

u�(n) est convergente. La somme ` =
+1X
n=0

u�(n) étant

indépendante de �:
On pose alors X

i2I
ui = `
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et on dit que la famille (ui)i2I est sommable de somme `:

Preuve: C’est la convergence commutative ...

Théorème I.3 Une famille (ui)i2I d’éléments d’un Banach E
est absolument sommable si et seulement si il existe M 2 IR
tel que

8K � I (K fini),
X
k2K

jukj �M;

et dans ce cas la somme ` de la famille est caractérisée par :

8" > 0;9J � I (J fini), tel que 8K � I (K fini); (*)

J � K =)
�����X
k2K

uk � `
����� � "
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Preuve: La première partie du théorème traduit le fait que
les somme "partielles" sont bornées qui est une caractérisa-
tions de la sommabilté pour une famille à terme positif.

Pour la deuxième partie, considérons une bijection � : IN �!
I; puis la convergence (absolue) de la série

X
n�0

u�(n) et le fait

que la série
X
n�0

��u�(n)�� vérifie le critère de Cauchy. Pour " > 0;

il existe N 2 IN tel que

8n � N :

�����
nX
i=0

u�(i) � `
����� � " et

nX
i=N+1

��u�(i)�� � "
on pose alors J = � ([[0; N ]]) ; pour tout K tel que J � K (K

12


fini); n = max��1 (K) � N et�����X
k2K

uk � `
����� �

�����
nX
i=0

u�(i) � `
�����+

nX
i=N+1

��u�(i)��
� 2":

Pour la réciproque, la preuve est en tout semblable à l’uni-
cité de la limite. Si ` 6= `0 vérifient tous les deux (*) alors avec
" = j`0 � `j =4; il existe J et J 0 finies inclus dans I; vérifiant
l’implication dans (*). Donc avec K = J [ J 0; on a

j`0 � `j �
�����X
k2K

uk � `0
�����+
�����X
k2K

uk � `
����� � j`0 � `j =2

ce qui absurde.
13


Proposition I.2 (Inégalité triangulaire) Si une famille (ui)i2I
d’éléments d’un Banach E est absolument sommable alors




X

i2I
ui






 �X
i2I

kuik

Pour donner un peu plus que les définitions, donnons les
propositions :

Proposition I.3 L’ensemble des familles indexées par I; abso-
lument sommables, à éléments dans un Banach, est un IK� ev
pour les opérations usuelles. L’application

N1 : (ui)i2I 7�!
X
i2I

kuik

14


CPGE Médiane Sup. Oujda. Cours MP. Séries dans un evn

www.medianesup.com seddoug@medianesup.com



est une norme qui en fait un Banach.

Preuve: Le fait que l’espace est complet mérite une dé-
monstration, chercher la.

Proposition I.4 Toute sous famille d’une famille sommable
est sommable.

Preuve: facile, la faire en exercice.

I.3 Sommation par paquets

D’abord rappelons la sommation par groupement de termes.

15


� Pour toute application ' : IN �! IN; p 7�! np stricte-
ment croissante, on associe la suite (vp) définie par

v0 =

n0X
k=0

uk; et 8p 2 IN� : vp =

npX
k=np�1+1

uk

de sorte que

v0 = u0 + :::+ un0 ; v1 = un0+1 + :::+ un1 ; :::

les sommes partielles de la série
�X

vp

�
forment alors

une sous suite de celle des sommes partielles de
X
un:

Donc,
16


Proposition I.5 Si
X
un converge alors

X
vn aussi et les deux

séries ont la même somme.

Remarque I.1 Si
X
vn converge pour un certain'; on ne peut

rien dire sur
X
un:

Exemple : un = (�1)n ; avec ' (n) = 2n; on a vn = 0 pour
tout n;mais

X
un diverge.

Exercice I.1 Montrer que si limun = 0 et 9M 2 IN j 8n :

'(n + 1) � '(n) � M , on a la réciproque :
X
vn converge

=)
X
un converge.
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Théorème I.4 Si
X
un est à termes positifs et si

X
vn converge

pour un certain ' : IN �! IN strictement croissante; alorsP
un converge et a donc la même somme que

X
vn:

Preuve: Notons Vn =
nX
p=0

vp, alors pour tout n 2 IN

nX
k=0

uk � Vn �
+1X
p=0

vp

les sommes partielles de
X
un sont alors bornées.

Théorème I.5 (Sommation par paquets) Si (ui)i2I est abso-
18


lument sommable de somme s; alors pour toute partition (Ik)k2K
de I; on a :

(1) Pour tout k 2 K; la famille (ui)i2Ik est absolument som-
mable de somme sk:

(2) La famille (sk)k2K est absolument sommable de somme
s; i.e : X

k2K

 X
i2Ik

ui

!
=
X
i2I

ui:

Preuve: dans le cas I = IN et K fini. C’est à dire IN =
p[
k=1

Ik une partition de IN; avec pour tout k; Ik = 'k (IN) ; 'k

srictement croissante de IN dans IN:
19


La convergence des séries
X
n

u'k(n) étant absolue donc la

série somme
X
n

 
pX
k=1

u'k(n)

!
est absolument convergente de

somme
pX
k=1

sk:

D’autre part pour " > 0; il existe N 2 IN tel que





NX
n=0

un � s





 � " et 8q > N :

qX
n=N+1

kunk � "
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on considère N 0 2 IN tel que [[0; N ]] �
p[
k=1

'k[[0; N
0]] et pour

tout k 2 [[1; p]] 






N 0X
n=0

u'k(n) � sk







 � "
par conséquent






pX
k=1

sk � s





 �

pX
k=1








N 0X
n=0

u'k(n) � sk







+







N 0X
n=0

u'k(n) �
NX
n=0

un








+







NX
n=0

un � s





 � (p+ 2)"
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l’entier p étant constant et " > 0 quelconque, donc
pX
k=1

sk = s:

En fait on a aussi la réciproque dans le théorème.

Remarque I.2 Pour étudier la sommabilité d’une famille, on
commence par montrer son absolue sommabilité puis choisir
des paquets convenables permettant de calculer la somme.

� Un cas important est celui où I = Z :

Théorème I.6 (cas I = Z) Une famille (up)p2Z à élément dans
un Banach est absolument sommable si et seulement si les
deux séries

X
n2IN

un et
X
n2IN

u�n sont absolument convergente.

22
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Dans ce cas :

X
p2Z

up = u0 +

+1X
n=1

un +

+1X
n=1

u�n:

I.4 Cas I = IN2 : Suites doubles

Dans ce cas, en posant pour tout k 2 IN;
� Ik = fkg [ IN ou IN [ fkg ; on a le théorème

Théorème I.7 (Fubini) Soit (un;p)(n;p)2IN2 une suite double à
éléments dans un Banach. Si la famille (un;p) est absolument
sommable alors

23


(1) pour tout n 2 IN; la série
X
p

un;p est absolument conver-

gente de somme an:

(2) la série
X
n

an est absolument convergente. Et on a

X
(n;p)2IN2

un;p =
+1X
p=0

 
+1X
n=0

un;p

!
=

+1X
n=0

 
+1X
p=0

un;p

!
:

� oubien avec Ik =
�
(p; q) 2 IN2 j p+ q = k

	
:

Théorème I.8 Si la famille (un;p) est absolument sommable

24


alors la série de terme généralX
p+q=n

kup;qk

est convergente, et on a

X
(n;p)2IN2

un;p =
+1X
n=0

X
p+q=n

up;q:

� Ou enfin, avec I0 = f(0; 0)g et pour tout k 2 IN� : Ik =
[[0; k]]2 r [[0; k � 1]]2 :

Théorème I.9 Si la famille (un;p) est absolument sommable
25


alors X
(n;p)2IN2

un;p = lim
n!+1

nX
p=0

nX
q=0

up;q:

Exemple I.1 (Sur la fonction zeta de Riemann) Soit

�(x) =
+1X
n=1

1

nx
pour x > 1:

La famille
�
1

np

�
n;p�2

est absolument sommable car, pour tout

26


N et P � 2

X
(n;p)2[[2;N ]]�[[2;P ]]

1

np
=

X
n2[[2;N ]]

0@ X
p2[[2;P ]]

1

np

1A
�

X
n2[[2;N ]]

�
1

1� 1=n � 1�
1

n

�
et pour n �! +1; on a

1

1� 1=n � 1�
1

n
�

n!+1

1

n2
;

et la série
X 1

n2
(à termes positifs) converge.
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Pour le calcul de la somme, on utilise Fubini

+1X
n=2

 
+1X
p=2

1

np

!
=

+1X
n=2

�
1

1� 1=n � 1�
1

n

�

=
+1X
n=2

�
1

n� 1 �
1

n

�
= 1

28


d’autre part

+1X
n=2

 
+1X
p=2

1

np

!
=

+1X
p=2

 
+1X
n=2

1

np

!

=
+1X
p=2

(�(p)� 1)

On déduit enfin que

+1X
p=2

(�(p)� 1) = 1:
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II Série dans une algèbre normée

II.1 Définitions – Exemples

Définition II.1 Une algèbre normée unitaireA est une algèbre
sur IR ou C, unitaire, munie d’une norme multiplicative, c’est
à dire que c’est aussi un evn avec une norme qui vérifie

8u; v 2 A : kuvk � kuk kvk

Exemples

(1) Lc(E) et Mn(IK) sont est algèbre normée pour toute
norme subordonnée à une norme vectorielle.
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(2) B(A;C) est l’ensemble des applications bornées de A
dansC. C’est une algèbre normée unitaire pour la norme

kfk1 = sup
x2A

jf(t)j

Exercice II.1 (1) Soit e l’élément unité d’une telle algèbre
normée. Montrer que kek � 1:

(2) Pour tout élément inversible u 2 Lc(E), on a

kuk


u�1

 � 1:

Remarque II.1 Parfois on ajoute la condition kek = 1 pour
définir une algèbre normée.

31


Produit de Cauchy

Proposition II.1 Si E est une algèbre de Banach et si
X
un etX

vn sont absolument convergentes alors la série produit (de

Cauchy)
X
wn (wn =

nX
k=0

un�kvk) est absolument convergent

et
+1X
n=0

wn =

+1X
n=0

un

+1X
n=0

vn .

Preuve: La faire en exercice (Voir cours MPSI).
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Série géométrique

Théorème II.1 SoitA une algèbre de Banach. Pour tout a 2 A
vérifiant kak < 1, la série géométrique

X
an est absolument

convergente, 1A � a est inversible et on a :

+1X
n=0

an = (1A � a)�1

Dans le cas particulier A = L(E); E un evn, les séries
X
Tn,

T 2 L(E); sont dites de Neumann.

Théorème II.2 Le groupe des inversibles de l’algèbe U(A) est
un ouvert et l’application a 7�! a�1 est continue sur U(A):
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Preuve: C’est une conséquence du théorème précédent. Si
u 2 U(A); pour tout v 2 A tel que

ku� vk < 1

ku�1k
on a 

1� u�1v

 = 

u�1 (u� v)

 � 

u�1

 ku� vk < 1:
Donc

1�
�
1� u�1v

�
= u�1v 2 U(A)

et par conséquent v = uu�1v 2 U(A): Donc

B

�
u;

1

ku�1k

�
� U(A):

34


Montrons que l’application a 7�! a�1 est continue sur
U(A): D’abord en 1; soit r 2 ]0; 1[ tel que la boule B (1; r) soit
incluse dans U(A): Pour tout h 2 B (1; r) :

h�1 = (1� (1� h))�1 =
+1X
n=0

(1� h)n

donc 

h�1 � 1

 = 





+1X
n=1

(1� h)n





 �

+1X
n=1

k1� hkn

et par conséquent

h�1 � 1

 � kh� 1k +1X
n=0

rn

35


et en général, pour tout a 2 U(A) et pour tout h 2 B
�
0; r=



a�1

� ;
de sorte que 1 + a�1h 2 B (1; r) ; on a :


(a+ h)�1 � a�1


 = 


��1 + a�1h��1 � 1� a�1




�



�1 + a�1h��1 � 1




a�1



� khk


a�1

2 +1X

n=0

rn

l’application a 7�! a�1 est localement lipschitzienne et donc
continue sur U(A):
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Application à la localisation du spectre d’une matrice

On se place dans l’algèbreMn (IK)muni d’une norme ma-
tricielle quelconque, c.à.d une norme qui vérifie

8M;N 2Mn (IK) : kMNk � kMk kNk :

Toutes les normes subordonnées sont matricielles.
D’après le théorème II.1, pour tout M 2 Mn (IK) telle que

kMk < 1; la matrice In �M est inversible est

+1X
k=0

Mk = (In �M)�1 :

Seulement il est clair que pour toute matrice nilpotente N; la
série de Neumann

P
Nk converge et In � N est inversible.

37


Donc la condition kMk < 1 n’est pas nécessaire à la conver-
gence de la série. Par contre

Proposition II.2 Si In �M n’est pas inversible pour une ma-
triceM 2Mn (IK) ; alors kMk � 1:

Définition II.2 On appelle spectre d’une matriceM 2Mn (IK) ;
l’ensemble

Sp(M) = f� 2 IK j �In �M 62 GLn (IK)g

c’est l’ensemble des valeurs propres de M:

Théorème II.3 Pour toutM 2Mn (IK) :

sup
�2Sp(M)

j�j � kMk
38
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c:�a:d que Sp(M) est inclus dans la boule fermée de centre 0 est
de rayon kMk pour toute norme matricielle.

En effet: Si � 6= 0 est une valeur propre deM; alors In �
1

�
M

n’est pas inversible. Donc



 1�M




 � 1

et donc
j�j � kMk :

39


II.2 Série exponentielle

Théorème II.4 SoitA une algèbre de Banach. Pour tout a élé-

ment de A la série
Xan

n!
converge (absolument).

Sa somme est par définition l’exponentielle de a :

exp(a) =
+1X
n=0

an

n!

Preuve: Pour tout a 2 A; la série
P+1

n=0

kakn

n!
est conver-

gente de somme ekak d’autre part

8n 2 IN : kank � kakn (récurrence facile)
40


donc par comparaison des séries à termes positifs la série
+1X
n=0

an

n!

est absolument convergente.

Proposition II.3 Pour tout a; b 2 A tels que ab = ba; on a

exp(a+ b) = exp(a) exp(b

Preuve: Utiliser le produit de Cauchy...

41


Exponnetielle de matrices

Pour toutM 2Mn (C) :

exp(M) =
+1X
k=0

Mk

k!

Par exemple :
exp

�
0Mn(C)

�
= In

et pour toute matrice diagonale

exp

0B@ �1
. . .

�2

1CA =

0B@ e�1

. . .
e�2

1CA
42


Les propriétés suivantes sont immédiates :
� exp(M) commute avec tout polynôme en M:
� 8M;N 2Mn (C) telles queMN = NM :

exp(M +N) = exp(M) exp(N)

� 8P 2 GLn (C) ;8M 2Mn (C) :

P�1 exp(M)P = exp(P�1MP )

� Dans Mn (C) ; le calcul de exp(A); passe par la réduc-
tion de la matrice A et la formule

exp

0B@ A1 (�)
. . .

(0) Ar

1CA =

0B@ expA1 (��)
. . .

(0) expAr

1CA
43


dans le cas de matrices triangulaires (par blocs), les Ai
étant des blocs carrés.

� Pour tout A 2 Mn (C) ; Sp(expA) = exp (Sp (A)), avec
en plus, pour tout (�;X) 2 C�Mn;1 (C) :

AX = �X =) exp(A)X = exp(�)X

ce qui permet d’avoir :

det [exp(A)] = exp(TrA)
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