CPGE Médiane Sup. Oujda.

Cours MP. Séries dans un evn
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Vocabulaire =
notée Zu" .
Les définitions d"une série, de sa convergence, de la somme, n=0
du reste, sont comme dans IR (ou C). Les propriétés de linéa- . ) . = .
rité subsistent. On introduitaussi R,, = S—S,, = Z uy, appelé reste de
k=n-+1

e Soit (uy), une suite d’éléments de E. On appelle sé-
rie de terme général u,, la suite (S,,),, définie par S,, =

n
E:uk.
k=0
Cette série est notée Zun et S, estappelé somme partielle
de rang n de cette série.

e Ondit quela série Zu" converge si la suite (.5,,),, converge
Sa limite S est alors appelée la somme de la série et est

©

rang n de la série.
¢ La Condition de Cauchy pour la série Zun est celle des
suites de ses sommes partielles :

Ve > 0,dN € N tel que

n
Vn>p>N: Zuk <e
k=p

@

Série absolument convergente

Définition .1 Une série Zun d’éléments de E est dit absolu-

ment convergente si la série numérique E ||un|| converge.

Théoréme .1 Si Zu,,, est une série absolument convergente
d’éléments d'un espace de Banach alors elle est convergente

et
400 400
D unll <D flual
n=0 n=0

Preuve: On montre que la suite (5,,) est de Cauchy.

®

Exercice .1 Montrer que si dans un evn E toute série absolu-
ment convergente est convergente alors E est un Banach.

Remarque .1 Sidim F finie, E est complet donc les séries ab-
solument convergentes sont convergentes.

Définition .2 Une série convergente et non absolument conver-
gente est dite semi-convergente.

(-1
. .. . . n
séries vérifiant le critere d’Abel) sont semi-convergente.

Par exemple la série harmonique Z (et pas mal de

@

I Extention de lanotion de série (Famille
sommable)

I1 Commutative convergence

Définition 1.1 Soit Zun une série dans un Banach. On dit
que Zun est commutativement convergente si pour toute
permutation o de IN, la série Zua(m est convergente de méme

somme que E un,. Cela signifie que la série est convergente
vers une méme somme méme si on permute 1’ordre des termes
dans la somme.

®

Théoreme 1.1 Si une série > u,, est absolument convergente
dans un Banach FE, alors elle est commutativement conver-
gente.

Preuve: D’abord pour toute permutation o de IN, on a

N +o0
D oy IS D llunll-
n=0 n=0

D’autre part si on pose

+oo +oo
l= Z U, et b, = Z Ug(n)
n=0

n=0

®
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on a, pour tout n € IN,

n n

Zuk—€ Zug(k) —(0
k=0 k=0

n n
Z Uk — Zua(k)
k=0

k=0

6o — €|l < +

+

Soit e > 0, il existe V € IN tel que Vn > N :

Zukff + Zua(k)fgcr <e
k=0 k=0

et puisque la série > ||u,, || vérifie le critere de Cauchy, il existe
N’ > N telqueVn >p> N':

n
D ollull <e
k=p

on considere alors N” = maxo~! ([0, N']) > N’ de sorte que
[0,N] C o ([0,N"]).OnadoncVn > N"

n n
D= Y otk
k=0 k=0

on conclut donc que pour tout € > 0

max o ([0,n])

< 2

k=N’+1

l[ur]l <e

[4r — 2] < 2e

et par conséquent {, = £.

1.2 Famille dénombrable absolument sommable

On considere une famille (u;),.; d’éléments d'un Banach
E, I un ensemble dénombrable (dans la pratique I = IN, N2
ou Z). Soit
o : IN — I bijective

La sommabilité de la famille (u;),.; est une généralisation

de la convergence commutative des séries.

Définition 1.2 On dit que la famille (u;),., est absolument
sommable si la série Z Hu,,(n) H est convergente. Ceci étant

n>0 @

alors indépendant de la bijection o.

Proposition I.1 Une suite (uy,),, o st absolument sommable
si et seulement si la série Zu" est absolument convergente.
n>0

Théoréme 1.2 (et définition) Si la famille (u;),.; est absolu-
ment sommable alors pour toute bijection 0 : N — I, la

“+o0
série Zua(n) est convergente. La somme ¢ = Zuﬂ(n) étant
n>0 n=0

indépendante de o.
On pose alors

i€l

et on dit que la famille (u;),; est sommable de somme /.

Preuve: C'est la convergence commutative ...

Théoréme 1.3 Une famille (u;);.; d’éléments d’'un Banach E
est absolument sommable si et seulement si il existe M € R
tel que
VK C I(K fini), Y |ug| < M,
keK
et dans ce cas la somme / de la famille est caractérisée par :

Ve > 0,3J C I (J fini), tel que VK C I (K fini), *)

Zuk—Z

keK

JC K= <e

Preuve: La premieére partie du théoréme traduit le fait que
les somme "partielles" sont bornées qui est une caractérisa-
tions de la sommabilté pour une famille a terme positif.

Pour la deuxiéme partie, considérons une bijectiono : IN —
1, puis la convergence (absolue) de la série Zua(n) et le fait

n>0
que la série Z |ug(n> ] vérifie le critere de Cauchy. Pour e > 0,
n>0
il existe N € N tel que

n

Z ua(i) —/

i=0

n

<e et Z |ua(i)| <e
i=N+1

Vn > N :

on pose alors J = ¢ ([0, N]), pour tout K tel que J C K (@I);’

fini), n = maxo~! (K) > N et

n n
Zuk_g < Zuo(i)—f + Z o) |
keK i=0 i=N+1
< 2e.

Pour la réciproque, la preuve est en tout semblable a 1'uni-
cité de la limite. Si £ # ¢ vérifient tous les deux (*) alors avec
e = |t/ —¢] /4, il existe J et J’ finies inclus dans I, vérifiant
I'implication dans (*). Donc avec K = J U J', ona

Zuk—é’ Zuk—f

keK keK

10— < + <=1 /2

ce qui absurde.

Proposition 1.2 (Inégalité triangulaire) Si une famille (u;),;;
d’éléments d’un Banach F est absolument sommable alors

Dol < [l

iel icl

Pour donner un peu plus que les définitions, donnons les
propositions :

Proposition 1.3 L’ensemble des familles indexées par I, abso-
lument sommables, a éléments dans un Banach, est un K — ev
pour les opérations usuelles. L'application

Ny : (u)iep — ) lluall
el
'
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est une norme qui en fait un Banach.

Preuve: Le fait que 1'espace est complet mérite une dé-
monstration, chercher la.

Proposition 1.4 Toute sous famille d’une famille sommable
est sommable.

Preuve: facile, la faire en exercice.

I.3 Sommation par paquets

®

D’abord rappelons la sommation par groupement de termes.

e Pour toute application ¢ : N — IN; p — n,, stricte-
ment croissante, on associe la suite (v,) définie par

no Np
UOZZUk, etVpe IN" : v, = E Uy
k=0 k=n,_1+1

de sorte que
Vo = Ug + «vo + Upgs V1 = Upgt1 + oo + Upy,y .o

les sommes partielles de la série (va> forment alors

une sous suite de celle des sommes partielles de E Up.
Donc,

Proposition .5 Si E uy, converge alors E v, aussi et les deux
séries ont la méme somme.

Remarque 1.1 Si Zvn converge pour un certain ¢, on ne peut
rien dire sur E Up, -

Exemple: u, = (—1)", avec ¢ (n) = 2n, on a v,, = 0 pour
tout n, mais Zun diverge.

Exercice I.1 Montrer que si limu,, = 0 et 3IM € IN | Vn :
e(n+1) — ¢(n) < M, on a la réciproque : Zv" converge
= Zun converge.

@

Théoréme 1.4 Si E u,, esta termes positifs et si ZU" converge
pour un certain ¢ : IN — IN strictement croissante, alors
>~ u,, converge et a donc la méme somme que E V.

n
Preuve: Notons V,, = va, alors pour toutn € IN
p=0

n “+o0
Zuk <V, < va
p=0

k=0

les sommes partielles de E u,, sont alors bornées.

Théoréme 1.5 (Sommation par paquets) Si (u;);,.; est abso-

del,ona:
(1) Pour tout k € K, la famille (u;);;, estabsolument som-
mable de somme s;,.

(2) La famille (sy)
s, i.e:

x est absolument sommable de somme

> (Tu)-Tu

keK \i€ly i€l

ke

Preuve: dans le cas I = IN et K fini. C’est a dire IN =

p
U I;, une partition de IN, avec pour tout k, I, = ¢, (IN), ¢
k=1

srictement croissante de IN dans IN.

lument sommable de somme s, alors pour toute partition (1), x

La convergence des séries Z“w(n) étant absolue donc la

n

n

P
série somme Z (Zu%(m) est absolument convergente de
k=1

p
somme Zsk
k=1
D’autre part pour € > 0, il existe N € IN tel que

N

E Up — S

n=0

q
<ecetVg> N: Z unll <e
n=N+1

P
on considere N’ € IN tel que [0, N] C Ucpk[[],N’]] et pour
k=1

N
D o) — k|| €
n=0

tout k € [1,p]

par conséquent

P p N’ N’ ol
Z s —s|| < Z Zuw(n) = Sk|| + Zusﬁ’k(”) - Zu"
k=1

k=1 ||n=0 n=0 n=0

N
g Up — S
n=0

+ <(p+2)e

P
I'entier p étant constant et ¢ > 0 quelconque, donc Zsk =s.
k=1
En fait on a aussi la réciproque dans le théoreme.

Remarque I.2 Pour étudier la sommabilité d'une famille, on
commence par montrer son absolue sommabilité puis choisir
des paquets convenables permettant de calculer la somme.

e Un cas important est celuioti I = 7Z :

Théoréme 1.6 (cas I = Z) Une famille (u,),,., a élément dans

un Banach est absolument sommable si et seulement si les

deux séries Zun et Zu,n sont absolument convergente.
nelN nelN
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Dans ce cas :

400 —+o00
E up:u0+g un+E U_p -
n=1 n=1

pEZ

14 Cas I = IN?: Suites doubles

Dans ce cas, en posant pour tout k£ € IN,
e [, ={k}UNouIN U {k}, on a le théoreme

Théoréme 1.7 (Fubini) Soit (unp), , cn> une suite double a

éléments dans un Banach. Si la famille (u,, ;) est absolument
sommable alors

®

(1) pourtoutn € IN, la série Zump est absolument conver-
P
gente de somme a,,.

(2) la série Zan est absolument convergente. Et on a

n

S (5 S5

('n,p)E]N2 p=0 \n=0 n=0 \p=
e oubienavec I;, = {(p,q) € N?|p4gq= k}

Théoréme 1.8 Si la famille (u,,,) est absolument sommable

2)

alors la série de terme général

Y lupgl

pt+g=n
est convergente, et on a
—+o0
E Un,p = § E Up,q-
(n,p)€EN? n=0p+q=n

e Ou enfin, avec Iy = {(0,0)} et pour tout k € IN* : [}, =
[0,k]2 N[0,k —1]%:

Théoreme 1.9 Si la famille (u,,,) est absolument sommable

®

alors
n n

§ Un,p = nErfOO § § Up,q-

(n,p)EN? p=0¢=0

Exemple L1 (Sur la fonction zeta de Riemann) Soit

+o00
¢(z) = Znizpourx > 1.

n=1

1
La famille (—) est absolument sommable car, pour tout
n,p>2

NetP >2
1 1
w2 | 2w
(n,p)€[2,N]x[2,P] n€(2,N] \p€[2,P]
1 1
< 2 (1 n ' 7)
n€(2,N] - /’Il n
et pour n — +o00,0n a
1 1 1
1—1/n n n—+too n?’

. 1 .
et la série E — (a termes positifs) converge.
n

Pour le calcul de la somme, on utilise Fubini

S (5h) S ()

n=2 \p=2 n=2

S
= n—1 n

d’autre part

S50 55

n=

N

p=2
On déduit enfin que
+oo
Y -1 =1
p=2

II Série dans une algébre normée

II.1 Définitions — Exemples

Définition II1.1 Une algébre normée unitaire .4 est une algebre
sur R ou C, unitaire, munie d"une norme multiplicative, c’est
a dire que c’est aussi un evn avec une norme qui vérifie

Vu,v € A fluv|| < [lull [[v]]

Exemples

(1) L.(E) et M, (K) sont est algebre normée pour toute
norme subordonnée a une norme vectorielle.
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(2) B(A;C) est 'ensemble des applications bornées de A
dans C. C’est une algébre normée unitaire pour la norme

[fllo = sup [f(2)]
zeA

ExerciceII.1 (1) Soit e I'élément unité d’une telle algebre
normée. Montrer que |le| > 1.

(2) Pour tout élément inversible u € L.(FE), on a
||l Hule > 1.

Remarque II.1 Parfois on ajoute la condition ||e|| = 1 pour
définir une algebre normée.

&)

Produit de Cauchy

Proposition II.1 Si E est une algebre de Banach et si Zun et

Zv" sont absolument convergentes alors la série produit (de

n
Cauchy) Zw" (wy, = Zun, xVk) est absolument convergent

k=0
—+o0

—+o0 —+o0
etEwn:Eungvn.
n=0 n=0 n=0

Preuve: La faire en exercice (Voir cours MPSI).

®

Série géométrique
Théoreme I1.1 Soit A une algebre de Banach. Pour touta € A

vérifiant ||a|| < 1, la série géométrique Za” est absolument
convergente, 1 4 — a est inversibleeton a:

+o00
Za” = (1_,4*04)71
n=0

Dans le cas particulier A = L(E), E un evn, les séries ZT”,
T € L(F), sont dites de Neumann.

Théoreme IL.2 Le groupe des inversibles de 'algebe U/(A) est
un ouvert et 'application a — a~! est continue sur U/(A).

Preuve: C’est une conséquence du théoreme précédent. Si
u € U(A), pour tout v € A tel que

1
lu =l < 7=
[u=t]]

ona
Hl —uflvH = ||1f1 (u— U)H < Hu71H lu — o] < 1.

Donc
1-(1-u'v) =utvelU(A)

et par conséquent v = uu~'v € U(A). Donc

Montrons que l'application a — a~! est continue sur
U(A). D’abord en 1, soit r € ]0, 1] tel que la boule B (1, r) soit
incluse dans U(.A). Pour tout h € B(1,r) :

+o0

=) =Y -

n=0

donc
+o0 +o0o
In=t =1l = D2 a=m" <> =l
n=1 n=1

et par conséquent

+o0
A=t =l < =1 S
n=0 @

eten général, pour tout a € U(A) etpour touth € B (0,7/[|a~])
de sorte que 1 +a~'h € B(1,7),ona:

<(1 + ailh)_l — 1) ailH

H
<|@+atn) =1 fla7

+o0
<Al fla=* S

n=0

H(a + h)_1 — ailH =

l'application a +— a~ ! est localement lipschitzienne et donc
continue sur U/(A).

Application a la localisation du spectre d"'une matrice

On se place dans I'algebre M,, (KK) muni d"'une norme ma-
tricielle quelconque, c.a.d une norme qui vérifie

VM, N € M, (K) : [MN] < | M][|N].

Toutes les normes subordonnées sont matricielles.
D’apres le théoreme IL.1, pour tout M € M,, (K) telle que
||M]| < 1,la matrice I,, — M est inversible est

+oo
> MF = (1, - M)t
k=0

Seulement il est clair que pour toute matrice nilpotente N, la
série de Neumann > N* converge et I,, — N est inversible.

Donc la condition ||M|| < 1 n’est pas nécessaire & la conver-
gence de la série. Par contre

Proposition I1.2 Si I,, — M n’est pas inversible pour une ma-
trice M € M,, (K), alors || M| > 1.

Définition II.2 On appelle spectre d’une matrice M € M,, (K),
I’ensemble

Sp(M) = {A € K| A, — M ¢ GL, (K)}

c’est 'ensemble des valeurs propres de M.

Théoréme I1.3 Pour tout M € M,, (K) :

sup [Al < [[M]|
AESP(M)
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c.a.d que Sp(M) est inclus dans la boule fermée de centre 0 est
de rayon || M|| pour toute norme matricielle.

1
En effet: 5i A # 0 est une valeur propre de M, alors I,, — X]\/[
n’est pas inversible. Donc

II.2 Série exponentielle

Théoreme I1.4 Soit A une algebre de Banach. Pour tout a élé-

. a”
ment de A la série Z— converge (absolument).
n!
Sa somme est par définition I’exponentielle de a :

est absolument convergente.
Proposition II.3 Pour tout a,b € A tels que ab = ba, on a
exp(a + b) = exp(a) exp(b

Preuve: Utiliser le produit de Cauchy...

1 Ml >1 +oo am™
b\ 2 exp(a) = Z ot
n=0
et donc laf”
Al < [|M][. Preuve: Pour tout a € A, la série 3, % *——est conver-
n!
gente de somme ell*l d’autre part
Vn € N : |[a"|| < ||la||™ (récurrence facile)
) R . L =X Exponnetielle de matrices
donc par comparaison des séries a termes positifs la série Z —~
=o'V Pour tout M € M,, (C) :

il VS

!
=

exp(M) =

Par exemple :
exp (Opm, () = In

et pour toute matrice diagonale

A1 eM
exp =

)\2 6)\2

Les propriétés suivantes sont immédiates :
e exp(M) commute avec tout polynéme en M.
o YM,N € M,, (C) telles que MN = NM :

exp(M + N) = exp(M) exp(N)
e VP €GL, (C),YM € M, (C):
P lexp(M)P = exp(P~*MP)

e Dans M,, (C), le calcul de exp(A), passe par la réduc-
tion de la matrice A et la formule

Ay (*)
exp =
(0) A, (0)

exp A (%)

dans le cas de matrices triangulaires (par blocs), les A;
étant des blocs carrés.

e Pour tout A € M,, (C), Sp(exp A) = exp (Sp (4)), avec
en plus, pour tout (A, X) € C x M,, ; (C) :

AX = 2X = exp(A)X = exp(M) X
ce qui permet d’avoir :

det [exp(A)] = exp(Tr A)

www.medianesup.com

seddoug@medianesup.com



