
Intégrabilité sur un intervalle
quelconque
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Dans toute la suite I est un intervalle de IR d’extrêmi-
tés a < b dans IR: On considère des fonctions définies sur
I à valeur dans IRd; continues par morceaux, de sorte que
pour tout segment [�; �] � I; l’intégrale

R �
�
f(t)dt soit dé-

finie. Dans la suite, on se propose de généraliser la notion
d’intégrale et d’intégrabilité à un intervalle I quelconque.

1 Définitions – Exemples

Définition 1 Soit f : I �! IRd continue par morceaux et F une
primitive de f sur I (F (x) =

R x
x0
f(t)dt pour un x0 fixé dans I).

On dit que l’intégrale
R b
a
f(t)dt est convergente si lim

x!a+
F (x) et

1

lim
x!b�

F (x) existent dans IRd: Dans ce cas, on poseZ
I

f =

Z b

a

f(t)dt = lim
x!b�

F (x)� lim
x!a+

F (x):

Si non on dit que l’intégrale est divergente.

Proposition 1 Soit f : I �! IRd; t 7�! (f1(t); :::; fd(t)) conti-
nue par morceaux.

R
I
f est convergente si et seulement si

R
I
fi est

convergente pour tout i 2 [[1; d]]: Et dans le cas convergence, on aZ
I

f =

�Z
I

f1; :::;

Z
I

fd

�
:

� Par linéarité de l’intégrale, les combinaisons linéaires
concervent la convergence :
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Proposition 2 Soient f; g : I �! IRd continues par morceaux.
Si les intégrales

R
I
f et

R
I
g sont convergentes alors pour tout

�; � 2 IR; l’intégrale
R
I
(�f + �g) est convergente etZ

I

(�f + �g) = �

Z
I

f + �

Z
I

g

Remarques

(1) Si I = ]a; b[ ; on montre facilement que
R
I
f converge

si et seulement si pour tout c 2 I;
R
]a;c]

f et
R
[a;b[

f

convergent. On se limitera dans la suite à des inter-
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valles du type [a; b[ ; dans ce cas :Z b

a

f(t)dt = lim
x!b�

Z x

a

f(t)dt:

(2) Si f : [a; b[ �! IRd continue par morceaux prolon-
geable par continuité en b 2 IR; alors

R b
a
f(t)dt est conver-

gente. Il s’agit en fait d’intégrale sur le ségment [a; b] :

(3) Si f : [a; b[ �! IRd continue par morceaux. On a pro-
blème d’intégation de f sur I dans l’un des cas sui-
vant :
� b = +1:
� b 2 IR mais f n’est pas bornée au voisinage de b:
ou les deux en même temps.
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Exercice 1 Montrer que si f : [a;+1[ �! IR continue par mor-
ceaux telle que lim

x!+1
f(x) = +1, alors l’intégrale

R b
a
f(t)dt est

divergente.

Exemples

1. Intégrales de Riemann : Il s’agit des intégrales de la
forme Z 1

0

dt

t�
ou

Z +1

1

dt

t�
, � 2 IR:

�
Z 1

0

dt

t�
est convergente si et seulement si � < 1; et dans
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ce cas Z 1

0

dt

t�
=

1

1� �:

�
Z +1

1

dt

t�
est convergente si et seulement si � > 1; et

dans ce cas Z +1

1

dt

t�
=

1

�� 1 :

2.
Z +1

1

eatdt =

�
1

a
eat
�+1
0

est convergente si et seulement

si a < 0 et dans cas
Z +1

1

eatdt = �1
a
:
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3.
Z 1

0

ln(t)dt = [x ln(x)� x]10 = �1; mais
Z +1

1

ln(t)dt di-
verge.

Cas de fonctions positives

Théorème 1 Soit f : [a; b[ �! IR continue par morceaux po-
sitive. L’intégrale

R b
a
f(t)dt est convegente si et seulement si la

fonction x 7�!
R x
a
f(t)dt est majorée sur [a; b[ : Dans ce casZ b

a

f(t)dt = sup
x2[a;b[

Z x

a

f(t)dt:

En effet: La fonction x 7�!
R x
a
f(t)dt est alors croissante.
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Théorème 2 (Critère de Cauchy) Soit f : [a; b[ �! IRd conti-
nue par morceaux. L’intégrale

R b
a
f(t)dt est convegente si et seule-

ment si la fonction x 7�!
R x
a
f(t)dt vérifie le critère de Cauchy au

voisinage de b; i.e.

8" > 0;9A 2 [a; b[ tel que

8x; y 2 [A; b[ :
����Z y

x

f(t)dt

���� � "
2 Intégrales absolument convergentes

Définition 2 Soit f : [a; b[ �! IRd continue par morceaux. On
dit que l’intégrale

R b
a
f(t)dt est absolument convegente si

R b
a
kf(t)kdt

8

est convergente.

Théorème 3 Toute intégrale absolument convergente est conver-
gente, et dans ce cas






Z b

a

f(t)dt






 �
Z b

a

kf(t)kdt:

Preuve: Utiliser le critère de Cauchy et l’inégalité trian-
gulaire.

Définition 3 On dit qu’une fonction f : I �! IRd continue par
morceaux est intégrable ou sommable sur I si l’intégrale

R
I
f

est absolument convergente.
9

On noteL1
�
I; IRd

�
l’ensemble des fonctions f : I �! IRd

continues par morceaux telles que l’integrale

kfk1 =
Z
I

kf(t)kdt soit convergente.

Théorème 4 L1
�
I; IRd

�
est un IR � ev: L’application f 7�!

kfk1 est une semi norme sur L1
�
I; IRd

�
:

Théorème 5 (Inégalité de la moyenne) Soient f : [a; b[ �!
IR; continue par morceaux bornée, g : [a; b[ �! IRd; continue

10

par morceaux intégrable alors fg est intégrable sur [a; b[ et





Z b

a

f(t)g(t)dt






 � sup
t2[a;b[

jf(t)j
Z b

a

kg(t)kdt

Fonctions à carré intégrable

On note L2C (I) l’ensemble des fonctions f : I �! C
continues par morceaux telles que l’integrale

(kfk2)
2
=

Z
I

jf(t)j2 dt soit convergente.

Théorème 6 L2 (I;C) est un IR (et C)�ev: L’application f 7�!
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kfk2 est une semi norme sur L2 (I;C) qui vérifie en plus

8f; g 2 L2 (I;C) ; fg 2 L1 (I;C) et
kfgk1 � kfk2 kgk2 (Inégalité de Cauchy Schwarz)

3 Calcul d’intégrales généralisées

intégration par parties

La méthode d’intégration par parties basée sur la for-
mule de dérivation d’un produit reste valable.

Théorème 7 Soient f; g : [a; b[ �! C de classe C1 par morceaux

12

telles que lim
x!b�

f(x)g(x) existe dans C: Alors les deux intégrales

Z b

a

f(t)g0(t)dt et
Z b

a

f 0(t)g(t)dt

sont de même nature et dans le cas de convergence, on aZ b

a

f(t)g0(t)dt = [f(x)g(x)]
b
a �

Z b

a

f 0(t)g(t)dt:

� L’intégration par parties permet de ramener, le calcul
d’une intégrale semi convergente à une autre absolu-
ment convergente.
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Exemple 1 Pour l’intégrale de Dirichlet
R +1
0

sin t

t
dt :Z +1

0

sin t

t
dt =

Z +1

0

(1� cos t)0
�
1

t

�
dt

=

�
1� cosx

x

�+1
0

+

Z +1

0

1� cos t
t2

dt

=

Z +1

0

1� cos t
t2

dt

l’intégrale
R +1
0

1� cos t
t2

dt étant absolument convergente.

Exercice 2 Montrer que l’intégrale
R +1
0

jsin tj
t
dt est divergente.
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Indication: minorer les quantités
R (n+1)�
n�

jsin tj
t
dt:

Intégration par changement de variable

Théorème 8 Soient f : [a; b[ �! C de classe C1 par morceaux et
' : [�; �] �! [a; b] de classe C1 (par morceaux) bijective (stricte-
ment monotone). Alors les deux intégralesZ �

�

f(' (t))'0(t)dt et
Z '(�)

'(�)

f(x)dx

sont de même nature et dans le cas de convergence, on aZ �

�

f(' (t))'0(t)dt =

Z '(�)

'(�)

f(x)dx
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4 Principe de comparaison

Comparaison de base

Théorème 9 Soient f; g : [a; b[ �! IR continues par morceaux
positives telles que

f � g sur un voisinage de b:

Si
R b
a
g(t)dt converge alors

R b
a
f(t)dt converge.

En effet: dans ces conditions pour tout x 2 [a; b[ ;Z x

a

f(t)dt �
Z b

a

g(t)dt:
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Exemple 2
R +1
1

cos(x)

jsin(x)j+ x2 dt est absolument convergente.

comparaison asymptôtique

Théorème 10 Soient f; g : [a; b[ �! IR continues par morceaux
positives telles que
� Si f(x) �

x!b�
g(x) alors

R b
a
g(t)dt et

R b
a
f(t)dt sont de

même nature. En plus,
– Dans le cas de convergenceZ b

x

f(t)dt �
x!b�

Z b

x

g(t)dt
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– Dans le cas de divergenceZ x

a

f(t)dt �
x!b�

Z x

a

g(t)dt

� Si f(x) =
x!b�

O(g(x)) (resp o(g(x))) alors

–
R b
a
g(t)dt converge implique que

R b
a
f(t)dt converge etZ b

x

f(t)dt =
x!b�

O

 Z b

x

g(t)dt

!
(resp o

 Z b

x

g(t)dt

!
)

–
R b
a
f(t)dt diverge implique que

R b
a
g(t)dt diverge etZ x

a

f(t)dt =
x!b�

O

�Z x

a

g(t)dt

�
(resp o

 Z b

x

g(t)dt

!
)
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Preuve: La faire en exercice.

Exemple 3 Toujours pour
R +1
1

cos(x)

jsin(x)j+ x2 dt,

jcos(x)j
jsin(x)j+ x2 =

x!+1
O

�
1

x2

�
:

� Un moyen efficace pour l’étude de convergence est la
comparaison avec les intégrales de Riemann :

– Si b = +1 et f(t) =
t!+1

O

�
1

t�

�
avec � > 1; alorsR +1

a
f(t)dt converge

– Si b 2 IR et f(t) =
t!b�

O

�
1

(b� t)�
�

avec � < 1; alors
19

R b
a
f(t)dt converge.

� Dans le cas de fonction quelconque, la méthode d’écla-
tement qui consiste à écrire un DAS de f en b (comme
pour les séries) est très pratique.

Exemple 4 Pour
Z +1

1

(x sin(1=x)� 1) dt, on a :

x sin(1=x)� 1 =
x!+1

�1
6

1

x3
+ o

�
1

x3

�
Z +1

1

1

x3
dt convergente il en est de même pour

Z +1

1

(x sin(1=x)� 1) dt:
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5 Comparaison série intégrale

Cas de fonctions réelles

Théorème 11 Soient a 2 IR et f : [a;1[�! IR continue, po-

sitive et décroissante. On pose xn = f(n) et Sn =
nP
k=0

xk: Alors :

(1)
P
xn converge si et seulement si f est intégrable sur [a;+1[ :

(2) La suite (un) définie par un = Sn �
R n
a
f(t)dt (et donc la

série
P�R n

n�1 f(t)dt� f(n)
�

) converge.

(3) Si
P
xn diverge alors Sn �

n!+1

R n
a
f(t)dt:
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Preuve: Pout tout n � a+ 2 on a

xn+1 �
Z n+1

n

f(t)dt � xn �
Z n

n�1
f(t)dt:

Pour simplifier on suppose a = 0: En sommant les inéga-
lités précédetes on obtient :

n+1X
k=2

xk �
Z n+1

1

f(t)dt �
nX
k=1

xk �
Z n�1

0

f(t)dt:

D’où (1).
Pour la suite (un) on montre qu’elle décroit et minorée

par zéro.
22

On a

un+1 � un = xn+1 �
Z n+1

n

f(t)dt � 0:

Donc (un) décroit. La minoration par 0 est donnée par les
inégalités plus haut.

Si
P
xn diverge alors Sn tend vers +1 et donc un =

o(Sn) par suite Sn �
n!+1

R n
a
f(t)dt:

Exercice 3 Retrouver la convergence des séries de Riemann.

Remarque 1 La série
P
sin(n�) converge pourtant la fonction

sin(x:�) n’est pas intégrable sur [0;+1[ :Qu’est ce qui manque ?
23
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Cas de fonctions complexes

Théorème 12 Soit f : [0;+1[ �! C de classe C1 telle que f 0

soit intégrable sur [0;+1[. Posons wn =
R n
n�1 f(t)dt � f(n):

Alors la série
P
wn est absolument convergente.

Preuve: Une intégration par parties donne :Z n

n�1
(t�n+1)f 0(t)dt = [(t�n+1)f(t)]nn�1�

Z n

n�1
f(t)dt = �wn:

On déduit

jwnj �
Z n

n�1
(t� n+ 1) jf 0(t)jdt �

Z n

n�1
jf 0(t)jdt

On conclut alors par comparaison des séries.
24

Théorème 13 Soit f : [0;+1[ �! C de classe C1 telle que
f et f 0 soit intégrables sur [0;+1[. Alors la série

P
f(n) est

absolument convergente.

Preuve: Dans ces conditions les séries
PR n

n�1 f(t)dt etP
wn sont absolument convergentes il en est donc de même

de
P
f(n):

Remarque 2 dans le théorème le choix de [0;+1[ est juste pour
commencer les indices à partir de zéro. On peut choisir un inter-
valle [a;+1[ :

Exercice 4 Etudier la convergence de la série
X sin(ln(n))

n
:
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