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Dans ce petit chapitre, nous étudions des conditions de
continuité et de dérivabilité de fonctions définies par une in-
tégrale sur un intervalle quelconque.

1 Théorèmes généraux

� Dans cette section I est un intervalle de IR; A une partie
de IRd (d 2 IN�) et f : A� I �! IRm continue, telle que

8x 2 A; la fonction t 7�! f(x; t) est intégrable sur I;

si I est un segment [a; b] cette condition est vérifiée
d’office.
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� On définit sur A la fonction g par

8x 2 A : g(x) =
Z
I

f(x; t)dt:

On s’intéresse aux propriétés de g:

Continuité sous le signe
R

Théorème 1 La fonction g est continue dans A; dans l’une ou
l’autre des deux situations suivantes :

(1) L’intervalle I est un segment [a; b] :

(2) f est à valeurs réelles ou complexes et il existe' une fonction
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continue positive intégrable sur I , telle que

8(x; t) 2 A�I : jf(x; t)j � '(t) hypothèse de domination.

Preuve dans le cas (1): Pour x 2 A; on montre que pour
toute suite (xn) qui converge vers x dans A; la suite (g (xn))
converge vers g (x) :

L’ensemble

K = [fxn j n 2 INg [ fxg]� [a; b]
est compact dans A � [a; b], par conséquent f (qui est conti-
nue) est uniformément continue sur K:

Soit " > 0; il existe � > 0 tel que, pour tout x; x0 dans K
et pour tout t dans [a; b] ; on a

kx0 � xk � � =) kf (x0; t)� f (x; t)k � "
3

d’autre part il existe N 2 IN tel que pour tout n � N

kxn � xk � �

On déduit donc que pour tout n � N

kg(xn)� g(x)k =






Z b

a

f(xn; t)dt�
Z b

a

f(x; t)dt







�
Z b

a

kf(xn; t)� f(x; t)kdt

�
Z b

a

"dt = " (b� a) :

Ce qui permet de conclure.
Dans le cas (2), la démonstration n’est pas exigible.
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Remarque 1 On déduit donc que l’application

(u; v; x) 7�!
Z v

u

f(x; t)dt

est continue sur I � I � A; sous la seule hypothèse de continuité
de f:

Remarque 2 On a la même conclusion si on suppose seulement
que l’hypothèse de domination est vérifiée sur toute partie com-
pacte contenue dans A:
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Dérivabilité sous le signe
R

Ici on suppose queA est un intervalle de IR et on suppose

en plus que f admet une dérivée partielle
@f

@x
continue sur

A� I:

Théorème 2 La fonction g est de classe C1 dans A; et

8x 2 A : g0(x) =
Z
I

@f

@x
(x; t)dt:

dans l’une ou l’autre des deux situations suivantes :

(1) L’intervalle I est un segment [a; b] :

6

(2) f est à valeurs réelles ou complexes et il existe '0 et '1 deux
fonctions continues positives intégrables sur I , telle que

8(x; t) 2 A� I : jf(x; t)j � '0(t) et
����@f@x (x; t)

���� � '1(t)
Preuve: Non exigible.

Remarque 3 Par une récurrence facile, si f admet des dérivées
jusqu’à l’ordre k 2 IN�; continues sur A � I; tel que I segment
ou que toutes les dérivées de f vérifient l’hypothèse de domination
alors g est de classe Ck sur A, et

g(k)(x) =

Z
I

@kf

@xk
(x; t)dt:
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Intégration sous le signe
R

Théorème 3 (formule de Fubini) Lorsque A est un intervalle
de IR et que f est continue sur A� [a; b], alors pour tout segment
[c; d] inclus dans A :Z d

c

 Z b

a

f(x; t)dt

!
dx =

Z b

a

 Z d

c

f(x; t)dx

!
dt:

Preuve: Pour tout (x; t) 2 [c; d]� [a; b] on pose

F (x; t) =

Z x

c

f(u; t)du
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F est continue sur [c; d]� [a; b] et admet comme dérivée par-
tielle

@F

@x
(x; t) = f (x; t)

continue sur [c; d]� [a; b] : DoncZ b

a

@

@x
F (x; t)dt =

@

@x

Z b

a

F (x; t)dt
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donc Z d

c

 Z b

a

f(x; t)dt

!
dx =

"Z b

a

F (x; t)dt

#x=d
x=c

=

Z b

a

F (d; t)dt

=

Z b

a

 Z d

c

f(u; t)du

!
dt

ce qui termine la preuve.

Exercice 1 (Transformée de Fourier) Soit f : IR �! C conti-
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nue intégrable sur IR: La transformée de Fourier de f est

f̂ :

������
IR �! IR

x 7�!
Z

IR
f(t)eixtdt

est continue sur IR: Et la dérivabilité ?

2 Exemples

Fonction �

Théorème 4 Pour tout x 2 ]0;+1[ ; la fonction

t 7�! e�ttx�1
11

est intégrable sur ]0;+1[ : La fonction

� :

������
]0;+1[ �! IR

x 7�!
Z +1

0

e�ttx�1dt

est de classe C1 sur ]0;+1[ et pour tout x 2 ]0;+1[ :

�(k)(x) =

Z +1

0

(ln t)ke�ttx�1dt; pour tout k 2 IN�:

Preuve: Pour tout x > 0

e�ttx�1 �
t!0+

tx�1 et e�ttx�1 =
x!+1

o

�
1

t2

�
:
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Et sur tout segment [a; b] � ]0;+1[ ; on a :

0 � e�ttx�1 �
�
ta�1 + tb�1

�
e�t

la condition de domination est alors vérifiée sur tout com-
pact inclus dans ]0;+1[ : On conclut donc que � est conti-
nue.

Pour montrer que � est de classe Ck pour tout tout k 2
IN�; on procède de la même façon avec la fonction�����@

�
e�ttx�1

�
@x

����� = ��(ln t)ke�ttx�1�� :
Proposition 1 Pour tout x 2 ]0;+1[ :

� (x+ 1) = x� (x) ;
13

en particulier
8n 2 IN : � (n+ 1) = n!

et
� (x) �

x!0+

1

x
:

Preuve: D’abord

� (1) =

Z +1

0

e�tdt = 1

À l’aide d’une intégration par parties, on obtient :Z
e�ttx�1dt =

�
�e�ttx

�
+ x

Z
e�ttx�1dt
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ce qui donne le résultat, par passage aux limites sur x: On
déduit par récurrence que � (n+ 1) = n!:

Enfin par continuité de � et � (1) = 1; on a

� (x) =
� (x+ 1)

x
�

x!0+

1

x
:

Proposition 2
� (1=2) =

p
�:

Preuve: A partir de l’intégrale de GaussZ +1

0

e�t
2

dt =

p
�

2
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et à l’aide du changement de variable u = t2, on a du = 2tdt
et Z +1

0

e�t
2

dt =
1

2

Z +1

0

e�uu�1=2dt:

Proposition 3 (Formule de Stirling)

� (x+ 1) = �
x!+1

�x
e

�xp
2�x et donc n! �

n!+1

�n
e

�np
2�n:

Preuve: On considère le changement de variable s =
t� xp
x

donc
p
xds = dt, on a alors

� (x+ 1) =
�x
e

�xp
x

Z +1

�
p
x

e�(x;s)ds
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où � (x; s) = x ln
�
1 +

sp
x

�
� s
p
x: Les inégalités

8s 2
�
�
p
x; 0
�
: � (x; s) � �s

2

2

et
8s � 0;8x � 1 : � (x; s) � � (1; s)

puis la relation

lim
x!1

Z +1

�
p
x

e�(x;s)ds =

Z +1

�1
e�s

2=2ds

permet de conclure.
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Transformée de Laplace

Théorème 5 Soit une fonction f : IR+ �! C continue par mor-
ceaux. On suppose qu’il existe C 2 IR+, a 2 IR tels que

8t 2 IR+ : jf(t)j � Ceat

alors pour tout

z 2 �(f) = fz 2 C j Re z > ag

la fonction t 7�! f(t)e�zt est intégrable sur IR+: La fonction

L(f) :

������
�(f) �! C

z 7�!
Z +1

0

f(t)e�ztdt
18

appelée, transformée de Laplace de f; est continue sur �(f):

Preuve: Sous les hypothèses du théorème, on a pour tout
z 2 �(f) :

8t 2 IR+ :
��f(t)e�zt�� � C exp (a� Re z) t

et la fonction t 7�! exp (a� Re z) t est intégrable sur IR+: Le
fait que sur tout compactK � �(f); on a

8z 2 K;8t 2 IR+ :
��f(t)e�zt�� � C exp (a� s) t

où s = min
z2K

Re (z) ; de sorte que 8z 2 K;8t 2 IR+ : exp(�st) �
exp(�Re(z)t); permet de conclure.
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Exemples de Transformée de Laplace

(1) Pour la fonction

Y :

������
IR �! IR

t 7�!
�
1 si t � 0
0 si t < 0

dite fonction de Heaviside, on a

L (Y ) : z 7�! 1

z
définie pour Re (z) > 0

et pour tout ! 2 IR :

L
�
t 7�! Y (t)ei!t

�
: z 7�! 1

z � i! définie pour Re (z) > 0
20

et grace aux formules d’Euler et la linéarité évidente de
la transformée de Laplace, on a respectivement

L (t 7�! Y (t) cos!t) : z 7�! z

!2 + z2

L (t 7�! Y (t) sin!t) : z 7�! !

!2 + z2

L (t 7�! Y (t)cosh!t) : z 7�! � z

!2 � z2

L (t 7�! Y (t)sinh!t) : z 7�! � !

!2 � z2

(2) Pour tout n 2 IN

L (t 7�! Y (t)tn) : z 7�! n!

zn+1 21

en général, on définit la fonction factoriel à l’aide de
la fonction �; pour tout z 2 C tel que Re (z) > �1; par

z! = � (z + 1)

de sorte que pour tout � 2 IR+ :

L (t 7�! Y (t)t�) : z 7�! �!

z�+1
=
� (� + 1)

z�+1
:

Propriétés de la transformée de Laplace

(1) Sous les hypothèses du théorème précédent, si on pose,
on a

L
�
t 7�! ectf(t)

�
: z 7�! L (f) (z � c)

22

pour tout c 2 C,

L (t 7�! f(t� �)) : z 7�! e��zL (f) (z)

pour tout � 2 IR+ et pour tout � > 0

L (t 7�! f(�t)) : z 7�! t 7�! 1

�
L (f)

�
1

�
z

�
:

(2) Si F est une primitive de f sur IR+; alors pour tout
z 2 �(f) :

L (f) (z) = zL (F ) (z)� F (0)

de sorte que si f est de classe C1 par morceaux, conti-
nue en 0; alors

L (f 0) (z) = zL (f) (z)� f(0)
23
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et en général si f est de classe Ck par morceaux, conti-
nue, avec toutes ses dérivées, en 0 alors

L
�
f (k)

�
(z) = zkL (f) (z)�

kX
p=1

zk�pf (p�1)(0):

(3) Le produit de convolution de deux fonctions f et g
(continues par morceaux sur IR) est la fonction

f � g : x 7�!
Z x

0

f (x� t) g (t) dt

Exercice 2 Etudier les propriétés algébriques ainsi la continuité
et dérivabilité du produit de convolution.
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Proposition 4 La transformée de Laplace du produit de convolu-
tion de deux fonctions f et g est donnée par

L (f � g) = L (f)L (g)

et est défini sur �(f) \�(g):

Preuve: Utiliser soigneusement Fubini.
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