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Intégrales dépendant d'un
parametre
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Dans ce petit chapitre, nous étudions des conditions de
continuité et de dérivabilité de fonctions définies par une in-
tégrale sur un intervalle quelconque.

1 Théorémes généraux

e Dans cette section / est un intervalle de IR, A une partie
deR? (d € N*) et f : A x I — R™ continue, telle que

Vaz € A, la fonction t — f(z,t) est intégrable sur I,

si I est un segment [a,b] cette condition est vérifiée
d’office.

e On définit sur A la fonction g par

Ve e A:g(z) = /If(x,t)dt.

On s’intéresse aux propriétés de g.

Continuité sous le signe |

Théoreme 1 La fonction g est continue dans A, dans I'une ou
l'autre des deux situations suivantes :

(1) L'intervalle I est un segment [a, b] .

(2) f estavaleurs réelles ou complexes et il existe ¢ une fonction

continue positive intégrable sur I, telle que
V(z,t) € AxI :|f(z,t)] < ¢(t) hypothese de domination.

Preuve dans le cas (1): Pour z € A, on montre que pour
toute suite (x,,) qui converge vers = dans A, la suite (g (z,,))
converge vers g () .

L’ensemble

K = [{z, |n € N}U{z}] x [a,b]

est compact dans A X [a, b], par conséquent f (qui est conti-
nue) est uniformément continue sur K.

Soit € > 0, il existe » > 0 tel que, pour tout z,z’ dans K
et pour tout ¢ dans [a, b], on a

o' =zl <np==|If (2',t) = f(2,0)| <€

3
d’autre part il existe N € IN tel que pour toutn > N Remarque 1 On déduit donc que 'application
l[en —zll <7 .
) (u,v,x) — / f(z,t)dt
On déduit donc que pour tout n > N u
b b est continue sur I x I x A, sous la seule hypothese de continuité
loten) = 9@ = | [ fanorie= [ s e f
< /b 1f (2 t) — )] At Rem;arqueZ\ Onala méme conclusfonb?i on suppose seu}ement
a que I'hypothese de domination est vérifiée sur toute partie com-
b pacte contenue dans A.
g/ edt=c(b—a).
a
Ce qui permet de conclure.
Dans le cas (2), la démonstration n’est pas exigible. 5
Dérivabilité sous le signe f (2) f est i valeurs réelles ou complexes et il existe py et @y deux
‘onctions continues positives intégrables sur I, telle gue
Ici on suppose que A est un intervalle de R et on suppose £ P g 1
en plus que f admet une dérivée partielle e continue sur V(z,t) € AxI:|f(z,t)] < ot) et %(m,t)' < o1 (t)
AxI.
) Preuve: Non exigible.
Théoréme 2 La fonction g est de classe C dans A, et
P Remarque 3 Par une récurrence facile, si f admet des dérivées
VzeA:g(z)= / l(% t)dt. jusqu’a l'ordre k € IN™, continues sur A x I, tel que I segment
10z ou que toutes les dérivées de f vérifient I’hypothese de domination
k
dans I'une ou 'autre des deux situations suivantes : alors g est de classe C* sur A, et
(1) L'intervalle I est un segment [a, b] . g ¥ (z) = / y;’f(x fdt
I al’k ’ ’
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Intégration sous le signe [

Théoreme 3 (formule de Fubini) Lorsque A est un intervalle
de R et que f est continue sur A X [a, b], alors pour tout segment
[e, d] inclus dans A :

/Cd </abf(a:,t)dt> dz = /ﬂb (/jf(:p,t)dx) dt.

Preuve: Pour tout (z,t) € [c,d] x [a, b] on pose

F(z,t) = /1 f(u,t)du

F est continue sur [c, d] x [a, b] et admet comme dérivée par-

tielle aF
% (337 t) = f (.Z‘,t)

continue sur [¢,d] x [a,b] . Donc

b b ) b
/a %F(l,t)dtfa/a F(z,t)dt

8 9
donc nue intégrable sur R. La transformée de Fourier de f est
d [ b b e=d R R— R
t)dt | de = F(x,t)dt - ;
/; /a f(xv ) Z /[; (l‘, ) .f . $>—>/f(t)€”:tdt
r=c R
b
= / F(d,t)dt est continue sur R. Et la dérivabilité ?
b d
= / f(u, t)du | dt 2 Exemples
ce qui termine la preuve. Fonction T
. . ) . Théoréme 4 Pour tout = € ]0,+o00], la fonction
Exercice 1 (Transformée de Fourier) Soif f : R — C conti-
t—s 67tt171
10 11
est intégrable sur |0, +oo[ . La fonction Et sur tout segment [a, b] C ]0,+oco[,ona:
—tyz—1 1 b1y —t
10, +00[ — R 0<e " < (i +t" e
I: toe —tam—1 la condition de domination est alors vérifiée sur tout com-
T — e "7 hdt
o pact inclus dans ]0, +oo[. On conclut donc que I' est conti-
nue.
est de classe C> sur |0, +-oof et pour tout & € J0, +oo[ : Pour montrer que T est de classe C* pour tout tout k €
too IN*, on procede de la méme fagon avec la fonction
) (z) = / (Int)ke~tt*=1dt, pour tout k € IN*. a1
0 9 (e 't ) k,—tio—1
|~ }(lnt) e .
Preuve: Pour tout z > 0 v
) 1 Proposition 1 Pour tout x € ]0,+o0] :
et o~ T lete T = o (—2) . P ] [
t—0* e—too \t I(z+1)=al(x),

12 13
en particulier ce qui donne le résultat, par passage aux limites sur . On
VneIN:T'(n+1)=n! déduit par récurrence que I' (n + 1) = nl.
ot Enfin par continuité deT'etT' (1) = 1,0on a

1
r ~— x
(@) =0+ T I (z) = Fe+1) L
x r—0t T
Preuve: D’abord
Proposition 2
+o0
O A I (1/2) = V7.
0
Preuve: A partir de I'intégrale de Gauss
A Taide d’une intégration par parties, on obtient :
/+oo e \/TT'
e dt="—
/e’tt”’ldt = [—e '] +x/e*ft”*1dt 0 2
14 15
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et a 'aide du changement de variable u = t2, on a du = 2tdt

et
oo, 1 [t
/ e tUdt = 7/ e Uy 24t.
0 2 Jo

Proposition 3 (Formule de Stirling)

Tz+1)= ~ (E)I\/ﬂetdoncn! ~ <E>n\/%

Tr——400 e n—+oo e
Preuve: On considére le changement de variable s = \;j
T
donc v/zds = dt, on a alors
T\® Foo
T(z+1)= <7) \/E/ e(@5) 4.
¢ Ve 16

ot a(z,s) =xln (1 + — sy/z. Les inégalités

%)

Vse}—\/E,O]: a(a?,s)g—%

et

Vs >0,V >1:a(z,s) <a(l,s)

puis la relation
“+o0 +oo 5
lim @9 ds =/ e /2ds
z—00 )z PSS

permet de conclure.
17

Transformée de Laplace

Théoréme 5 Soit une fonction f : Ry — C continue par mor-
ceaux. On suppose qu'il existe C € RY, a € R tels que

Vi€ Ry @ |f(t)] < Ce™
alors pour tout
zell(f)={z€C|Rez > a}

la fonction t — f(t)e™*t est intégrable sur R . La fonction

appelée, transformée de Laplace de f, est continue sur II( f).

Preuve: Sous les hypotheses du théoréme, on a pour tout
z € II(f) :

vt e Ry : |f(t)e *"| < Cexp(a—Rez)t

et la fonction ¢ — exp (a — Re z) t est intégrable sur IR, Le
fait que sur tout compact X C II(f), ona

Vze KVt e R, : |f(t)e*”’| <Cexp(a—s)t

ous = mlg Re (z),desorte queVz € K,Vt € Ry :exp(—st) <
ze

I(f) —C
. +oo exp(— Re(2)t), permet de conclure.
L=, F(t)e—=tdt p(—Re(2)t), p
0 18 19
Exemples de Transformée de Laplace et grace aux formules d’Euler et la linéarité évidente de
(1) Pour la fonction la transformée de Laplace, on a respectivement
z
R-—R [:(t»—>Y(t)coso.)t):Zb—>W27+Z2
Y: PN 1 si t>0 w
0 si t<0 C(tl—>Y(t)sinwt):z1—>m
dite fonction de Heaviside, on a L (t — Y (t)coshwt) : z — — %
: w2 _ 22
1o ..
LY):zr— 2 définie pour Re(z) >0 L(t— Y (t)sinhwt) : 2 — —— ot .
w? —z
et pour toutw € R : (2) Pour toutn € IN
. !
Lt—Y @) z— P définie pour Re(z) > 020 Lt— Y ()" 2— % o
en général, on définit la fonction factoriel & I'aide de pour tout c € C,
la fonction T, pour tout z € C tel que Re (z) > —1, par Lt f(t=7)): 2 — e T L(f) (2)
d=C(z+1) pour tout 7 € R* et pour tout A > 0
de sorte que pour tout v € R* : 1 1
U (v +1) ﬁ(tr—>f()\t)):z>—>t>—>xﬁ(f) (Xz>
LE— YW 2— oy = — 5
z z (2) Si F est une primitive de f sur R, alors pour tout
zeI(f):
Propriétés de la transformée de Laplace L(f)(z) = 2L (F) (2) = F(0)
., 1 .
(1) Sous les hypotheses du théoreme précédent, si on pose, de sorte que si f est de classe C* par morceaux, conti
on a nue en 0, alors
L(t— et f(1) 2 L) (z=0) " L() ()= £(f) (2) - £(0) 23
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et en général si f est de classe C* par morceaux, conti- Proposition 4 La transformée de Laplace du produit de convolu-
nue, avec toutes ses dérivées, en 0 alors tion de deux fonctions f et g est donnée par
: L(fxg)=L(HL(g
£ (1) (@) = L) () - 370D (0). (o= L e
p=1 et est défini sur I1( f) N I1(g).

(3) Le produit de convolution de deux fonctions f et g Preuve: Utiliser soigneusement Fubini.
(continues par morceaux sur RR) est la fonction

hmm~43u4wmm

Exercice 2 Etudier les propriétés algébriques ainsi la continuité

et dérivabilité du produit de convolution.
24 25

http:\ \www.medianesup.com\ seddoug@medianesup.com




