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1 Définition - Exemples

Définition 1 Soit D = [a,b] x [c,d] un rectangle R? et f une
fonction continue sur D, a valeurs réelles. On définit

//D f(z, y)dady = / b ( / df(x,y)dy> de

On a démontré le théoréeme de Fubini qui énonce que le
role des deux variables est symétrique, c’est-a dire que 1'on

peut aussi écrire :

IRCHETE / ' ( ub f(w)dx) dy

e Dans le cas oit f(z,y) = g(x)h(y), il est évident que

-//[a,b]x[c,d] g(x)h(y)dzdy = ./abg(x)dgc. /cd h(y)dy.

Exemple1 D = [0,2] x [0,1], f(z,y) =2 +y :

//D f(z,y)dady = /02 (/01(962 + y)dy) dz

2 1 y=1 2 1

= / {mzy + 7y2] dz = / (932 + 7) dx
0 2 y=0 0 2
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e On étend aussi cette définition au cas ou le domaine
d’intégration D est de la forme :

D={(z,y) e R®:a<z<bp() <y <i(z)}

apzpelé domaine élémentaire, simple du plan euclidien
IR", ¢ et ¢ sont continues. En posant :

J[ fanay = [ b ( / T()) 1, y)dy) .

3
e Laméthode générale de calcul de / / f(z,y)dzdy consiste Le domaine D peut aussi s’exprimer sous la forme
D
donc a intégrer d’abord par rapport a une variable, y D ={(z,y) € R?>:0<2<1,0<y<1-— z}
par exemple, les bornes dépendant de z puis a intégrer
par rapport & l'autre variable. ={(z,)) e R?*: 0<y<1,0<x<1—y}
e Pour les fonctions continues, on peut intervertir I’ordre
d’intégration (théoréme de Fubini) dans le cas de do-
maines simples.
Exemple
// w?ydzdy ou D = {(z,y) e R*: 0 < 2,0 <y,z+y < 1},
D
5
1,2 2
z*(1 —x) 1
= ————dr = —
\ /0 2 60
| On vérifie également que
Ly 14 s 1
x ydx) dy = / —(1-y)ydy = —.
/0 </0 Jo 3 60
v
0 =1 Aire d’une ellipse :
e En général I'aire d'un domaine D est donnée par
Donc Aire (D) = //D 1dzdy,
1 11—z
// 22ydady = / (/ x2ydy> dzx
D 0 0 7
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Dans le cas de l'ellipse

1'2 y2

a Y ()
// ldzdy = 4/ / 1dy | dz,
D 0 0
2
ol y(z) = by/1 — —. On trouve Aire(D) = mab.
a

Exercice 1 Calculer I'aire du domaine délimité par une cardioide
donnée en polaire par

on a

p=a(l+cosh).

2 Propriétés

(1) Linéarité par rapport au domaine : Si D et D’ sont dis-
jointson a:

//DUD’ f(@,y)dady = //D f(z, y)d:cdy-s-//Dl f(z,y)dzdy

(2) Linéarité : Pour f, g continues sur D et Aréelona:

/ /D (f + Ag) dady = / /D F(,y)dady+) / /D oz, y)dzdy.

(3) Monotonie : Pour f, g continues sur Don a:

f<g= //D f(z,y)dedy < //D g(x,y)dzdy. .
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En particuliersi f > 0: [[, f(z,y)dzdy > 0. Cas affine :
On pose
3 Changement de variables
{ r=au+bv+c
On admet le théoréme suivant qui donne la formule de y=dutbvte
changement de variable en général : alors on a
Théoreme 1 Soit D et A deux domaines simples de R?. Si W est // f(z,y)dzdy = // flautbvte, d'utb'vtc) |ab — b dudy
un difféomorphisme de A sur D, f : D — R? continue, alors D A
L OuA = R”: D}.
[ [ s@udsty= [ [ row o)l o) dudo A=t €R: ey € D)
J Jp J Ja
Ju (u,v) désigne le jacobien de W en (u,v) .
10 11
Aire d’un parallélogramme : Soit D = {(z,y) € R?: |2| + Coordonnées polaires :
ly| < 1}. Avec le changement de variable , .
11 s’agit de la formule de changement de coordonnées :
x:ﬁufﬁv x =r7cosf
\/25 \%5 y=rsind
y:7u+7v Dans ce casona:
Ona A = {(uv)e€ R*: (z,y) € D} = [_\/5/27\/5/2] X // f(z,y)dzdy = // f(rcos6,rsin@)rdrds.
[-Vv2/2,v2/2]. JJp JJa
Done Ou A ={(r,0): (rcosé,rsinf) € D}.
V2/2 V2/2
// dady = / du/ dv=v2.v2=2.
D —V2/2 —V/2/2
12 13
Aire d'undisque: D ={(z,y):2*>+y> < R*}:
27 R
// dady = // rdrdf = / dO./ rdr
D A 0 0
Lo 2
=2r.-R* =m.R".
2
14
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