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Forme différentielle
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1 Forme différentielle de degré 1
Soit U un ouvert de R", dans la pratique n = 2 oun = 3.

Définition 1 On appelle Forme différentielle de degré 1 sur U
toue application w définie sur U a valeur dans le dual de R™.

Le dual (R")" étant muni d’une norme subordonée quel-
conque,
Vo e (R") gl = sup [ (x)
2ER™, ]| =1
C’est donc un evn, on dit alors que w est de classe C*, avec
kE € INU{oo} si elle possede cette propriété en tant qu’appli-
cation entre evn.

e Siw est une forme différentielle, alors pour tout = € U,
w (x) est une forme linéaire, qui s’écrit sous la forme

w(z) = Zwi (x)ef
i=1
B* = (e}, ..., e},) désigne la base duale de la base cano-

nique (eq, ..., €,) de R", les applications

U—1_=R

a;
z— w; (x)

sont alors les coordonnées de w dans B*, on a donc :

Proposition 1 w est de classe C* si et seulement si pour tout i €
[1,n], w; est de classe C*.

L’ensemble des formes différentielles sur U de classe C¥,
n’est donc autre que le R — ev, C* (U, (R™)") .

Notation différentielle

Pour tout ¢ € [1,n] ef n’est autre que la forme linéaire
coordonnée :

R" — R

&= (01,00 ) — T
on la note dz;, de sorte

w = widr; +wadxs + -+ - + wpdzy,

3
Un exemple de forme différentielle est donné par les dif- Ce qui permet de définir la notion de primitive d'une
férentielles d’applications différentielles a valeur réelle : forme différentielle :
Proposition 2 Soit f : U — R de classe C*, k € IN*. La Formes différentielles exactes
différentielle
U — (R Définition 2 On dit qu'une forme différentielle w est exacte s'il
af: z— df, existe une application f : U — R de classe C* telle que w = df.
de f est une forme différentielle de degré 1 de classe C*~!. Les On dit alors que f est une primitive de w, siw = Zwid$¢7 alors
composantes de d f, sont les —— (z), 1 <i<mn: =
‘ f
Vie[l,n]:w = .
n 8:EZ
_N 91
df = Z 67:¢dx i Déterminer f revient donc a résoudre un systeme d’équa-
=1 tions aux dérivées partielles. 5
Remarque 1 Silf est un ouvert connexe par arcs, alors deux pri- en intégrant la premiére équation, on a
mitives d'une forme exacte different d’une constante. (@) — £ (0,y) = ze?
Exemples on écrit alors
v 2y = 8'f = Y af 0
Soit la forme différentielle w (z,y) = e¥dx + (ze¥ — 2y)dy. rer — Yy = By (z,y) = we? + By (0,9)
Cherchons f tel que df = w, ca.d: .
on déduit que
of of
Lo =-(0,y) = -2y
or ~ oy @
et
ﬁ:xey_gy f0y)=-y*+¢, ceR
9 on conclut alors que
flz,y)=zeY —9?> +¢, ceR
7
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Formes différentielles fermées

Si w = df est une forme exacte de calsse C!, alors grace
au théoremes de Schwarz, on a pour tout 7 # j dans [1, n]

dw; 0 (6}")7 f o

dr;  Ox; \Oz;)  Owidw; O

n
Définition 3 On dit qu'une forme différentielle w = Zwidzi
=1
est fermée, si pour tout i # j dans [1,n]

On a donc la proposition :

Proposition 3 Toute forme différentielle exacte de classe C' est
fermée.

Soit par exemple :

Intégrale d'une 1-forme différentielle

n
Soientw = E w;dz; une forme différentielle continue sur

i=1
U et
Ow;  Ow;j ' [a,b] — U
9z;  Om; T e (21 (t) oy (1))
8 9
un arc paramétré de classe C'. ona
Définition 4 On appelle Intégrale de la forme différentielle w sui- /w _ /27r ( -y 2 () + x y'(t)) dt
vant le chemin fini ~y, le réel : oy 0o \z2+y? z2 4 2
b n b 2
/w - / w (v () (7 (1)) dt = Z/ wi (7 (1) 2, (t) dt. - / (sin?(£) + cos?(1)) dt = 2.
o a i=17a J0
Exemple Proposition 4 Siw = df est une forme exacte de calsse C* sur
P U, alors pour tout arc y : [a,b] — U, ona
—y z
Avecw (z,y) = ——5dz + ———5dy sur le cercle
2y ey [ar=16®)-16@).
y
v { Tt e
) 10 11
En effet: Siw — Z g f dz, alors Preuve: Il est clair que si v (b) = v (a) , alors
—0x;
1 [ar=16m)- 16 @) =o
_ ['=0f ' d ¥
8 w= . £=0x; (@1 (8) 5 2 (1)) 23 (1) L'implication réciproque est trés téchnique. Une démons-
=t tration peut étre trouvée dans le livre de E. Ramis, C. Des-
b PR ..
. champs, J. Odoux : Cours de mathématiques spéciales, tome 5,
= [V @@ )@= GO 2 parti de I page 232 e
Définition 5 On appelle lacet dans U tout chemin ~y : [a, b)) — U Définition 6 On dit que I'ouvert U est étoilé s’il existe un point
fermé, c.a.d vérifiant v (a) = 7 (b) . A € U tel que pour tout point M de U le segment [AM] est inclu
dans U.
Théoréme 1 Soit U est un ouvert connexe par arcs. Une forme
continue w sur U est exacte si et seulement si l'intégrale de w sui- Théoreme 2 (Poincaré) Toute forme différentielle fermée sur un
vant tout lacet dans U est nulle. b ouvert étoilé U est exacte. 3
n 1 n
Preuve: Soit w = Zwidmi une forme fermée sur U étoilé = / Z wi(A+t(x—A) (z; — A;)dt
i=1 0 =1
par rapport un point A. Pour tout x € i/, on considére les w; sont continues donc f est de classe C* sur U et pour
. 0,1] — U tout j € [1,n]
Yz * t»—>A+t(l‘—A) /Z
- wi (A+t(z—A)) (v — A)]dt
et on pose axf Oz
1 et pour tout i € [1,n] :
f@ = [ w= [ ma )
Y= 0 — wi(A+t(z—A)) (z; — A)]
8l’j
n_ ol
_ , _ 'y Ow;
Z/ wi (A+t(z— A)) (2 — Ag)dt B ) b= AD 4 (At (0= )
= 14 0z, 15
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donc
af |
%j(@—
/1 <§n3§°j (AH(%—A))t(%:—Afz)+w7;(A+t(x—A))) dt

et puisque w est fermée alors

d’autre part, si on pose
h(t) = tw; (A+t(z— A))

on a aussi

R (t) = Z% (A+t(x—A)t(x; — A)+w; (A+t(z— A))

et par conséquent

Ow;
6“ (A+t(z—A)t(z; — A;) o
X J 1
O %(m):[twj (A+t(q:fA))}0=wj (z).
= S (At tla— A) (i - A) g
T
Remarque 2 La condition sur I'ouvert n’est pas superflue, la ré-
16
ciproque étant fausse sans cette condition, par exemple : Proposition 5 Si~y : [a,b] — U, est un chemin de classe C* et
B ¢ : [o, B] — [a,b] est un changement de parametre admissible
w(z,y) = = +yy2 dx + N dy de classe C*, alors
surld = R?* ~ {(0,0)} est fermée car /W = / w oubien /w = —/ w
v Yo v voup
2 _ .2
9 Y = 9 i - y-7 selon que  est croissante ou décroissante.
Oy \z? +y? Oz \ 22 + 32 (22 +y2)°
Preuve: Posons § = v o ¢, alors
mais non exacte, car son intégrale sur le cercle unité n’est pas 5
mlle. [ w= [ wteemtrepmy o
Yo «
Propriétés @(8)
— !
Changement de parametre - /( ) w(7(5) (7 () ds
18 wle 19
b , alors
= i/ w(y(s) (Y (s))ds = i/w.
a ¥ / W = / w+ / w.
Linéarité v iase) Vile.d)
e La relation de Chasles permet d’étendre immédiate-
Proposition 6 Si w et v sont deux formes différentielles conti- ment la notion d’intégrale curviligne d"une forme dif-
nues SWZU et ~y un arc paramétré de U, on a alors pour tout férentielle sur un arc paramétré au cas des arcs para-
o, eR”: métrés continus et de classe C! par morceaux.
/(aw + ) = a/ Wt 5/ v Inégalité de la moyenne
v 7 7 Proposition 8 Si vy : [a,b] — U est un chemin paramétré de
Relation de Chasles classe C' et w une forme différentielle continue sur U, alors
oge . . b
Proposition 7 Si v : [a,b] — U est un chemin paramétré de /
’ . . . = t)|| dt.
classe C1, ¢ € [a,b] et w une forme différentielle continue sur U, 2 Ww z:ﬁ,ﬂ’w ko @ a I ®ll .
f: 1Y (t)|| At n’est autre que la longueur de I'arc . Une application de U dans R est par fois appelée champ de
scalaires.
2 Champs de vecteurs Définitions
Dans toute la suite n = 2 oun = 3 et i est un ouvert de (1) Soit f un champ de scalaire de classe C* sur U, on ap-
R™ muni de sa structure euclidienne canonique. pelle gradient de f le champ de vecteurs gradf ou Vf
définit sur I par :
Définition 7 On appelle champ de vecteurs sur U, toute applica-
tion de U dans R"™ : — of of 0
gradf = (iv 7f7 l) )
; U-—R" dx’ Jy’ 0z
M F(M) of
sin = 2 la composante = est ignorée.
15 s . 0z
les éléments de U sont considérs comme points. " »
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(2) Si f est de classe C? sur U, on appelle laplacien de f le
champ scalaire A f défini sur I/ par :

0%f 9 f  O*f

a2 T Oy T 922

Af = y?

82
sin = 2 la quantité — est ignorée.
q 022 &

défini sur U par :

oP 9

ivF =
div £ 3y

(9,2

. ... OR
sin = 2 la composante z et la quantité e sont
z

ignorées.

@) Soit F : (z,y,2) — (P(z,y,2),Qz,y, 2), R(z,y, 2)) (ii) (z)liappe_ll? rotationnel de F le champ vectoriel
ol P, Q et R sont des champs scalaires de classe C! sur rotF’ défini sur U par:
Uu.
. . — OR 0Q 0P OR 0Q 0P
(i) Onappelle divergence de F'le champ scalaire divF rotts = By 9z'0z 0Oz oz 9dy)’
24 25
Formules d’analyse vectorielle o div (ﬁ A é) = (rot ( )) G- F. (@E (é)) .
Soient f, g des champs scalaires et F, G des champs vec- Si de plus les champs sont de classe C*, ona:
toriels de classe C! sur U et soit A € R. On a les formules e A(f+Ag)=Af -&iég .
suivantes : o A(fg) = fAg + 2grad (f) .grad (g) + gAf
e
e grad (f + Ag) = grad (f) + Agrad (g) o 1ot (grad (f)> =0, div (ro (F)) =0,
div (F + /\G) =div (F> + Adiv <G> o (]CM (g)> _ grad (f) A grad
— [ = = — [ = — [ =
rot (F + AG) =rot (F) + Arot (G)
— . .
o grad (fg) = fgrad (9) + ggrad (f) Potentiel scalaire
' — - R R
div (fF> = fdiv <F> + grad (f) .F Définition 8 Soit F' un champ de vecteurs sur U, on dit que F'
o (fﬁ) _ frAcTt (ﬁ) 4 ﬁ (f) A P dérive d'un pofentz‘is'}il existe un champ scalaire f de classe C*
sur U tel que F' = grad (f). Dans ce cas f est appelé potentiel
26 27

scalaire de F.
Théoréme 3 Soit F' un champ de vecteurs de classe C* sur U.
(i) Si F admet un potentiel scalaire, alors rot (ﬁ) =0.

(ii) Réciproquement, si rot (ﬁ) = et si U est étoilé alors F
admet un potentiel scalaire.

Circulation, intégrale curviligne

Définition 9 Soit I' = ([a,b],t — M(t)) un arc paramétré
orienté de classe C par morceaux, dont le support est inclus dans

U, et soit FF un champ de vecteurs continu sur U. L'intégrale

/b F (M) M @)t

est appelée intégrale curviligne, ou circulation de FsurT, on
la note : ﬁ(M)(TM.

Remarque 3 Si F(z,y) =
intégrale

(P(z,y),Q(z,y)) , on note aussi cette

b
/F P(e.g)do + Qa)dy = [ {Play)s’ +Qlo.y)y'}

28 29
Proposition 9 Si F dérive d'un potentiel f (i.e : F = aﬂ (f) I'intérieur de D. On admet la formule de Green-Riemann
alors : suivante :
— —
FF 00 - 1(5) - 1), .
r Proposition 10 Si F(z,y) = (P(z,y), Q(z,y)) est un champ
A et B sont respectivement origine et extrémité de T. de vecteurs de classe C' sur un ouvert U (contenant D), alors :
. . . = P
Remarque 4 Si la courbe T est férmée, alors la circulation sur T' 7{ F (M) dM = / / (Z—Q - 88—) dady.
de tout champ de vecteurs dérivant d'un potentiel est nulle. JoD JJD \OT Y
Formule de Green-Riemann e Pour trouver l'aire de D, qui vaut / / dzdy, il suffit de
P
Soit D un domaine élémentaire de IR*. On suppose que le trouver deux fonctions P et () telles que Z—Q - g— =1,
bord 0D de D est la réunion de courbes de classe C' que 'on g e P — _ 7 _m y
oriente de telle facon que le vecteur normal soit dirigé vers prendre par exemple P = 0,Q = z et F' = (0, 2).
30 31
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