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I Espace préhilbertien

I.1 Produit scalaire
Cas réel

Définition 1.1 Soit E un R — ev. On appelle produit scalaire sur
E, toute forme bilinéaire symétrique définie positive.

Exemples

(1) Produit scalaire usuel sur R" : (z,y) — > x;y;
i=1

©

(2) Produit scalaire sur E = C° ([a, 5] ,R) :

(f.9) — / F(Hg(t)dt

(3) Produit scalaire sur E = R,, [X] :

n

(P,Q) — > P(z:)Q(:)

=0

ott (zg, ..., z,) € R fixé.
(4) Produit scalaire sur M,,(R) (M, N) — Tr(*M N).

@

Cas complexe

Définition 1.2 Soit E un C —ev. Ondit que f : Ex E — Cest
une forme sesquilinéaire sur I si
o Vz € E, l'application y — f(x,y) est linéaire sur E,
e Yy € E, l'application v — f(z,y) est semi-linéaire sur
FE. ie:
-V, o' € E: flx+2,y) = f(z,y) + f(z',y).
- Vo€ E\VA € C: fQx,y) = M(z,y).

Définition 1.3 Une forme sesquilinéaire f : E x E — C est dite
hermitienne si

Vz,y€ E: f(y,x) = f(z,y)
dans ce casVx € E : f(z,z) € R.

®

Remarque 1.1 Dans le cas d’une forme hermitienne la notion d’or-
thogonalité et toutes ses dérivées sont définies de la méme maniere,
car

Ve,y€ E: f(y,z) =0<= f(x,y) =0

Définition 1.4 On dit qu’une forme sesquilinéaire hermitienne f
E x E — C est positive (resp définie positive) si
VeeE: f(z,z) >0
(respVxz € E~ {0} : f(z,z) > 0)

Théoréme 1.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Si f est une forme
sesquilinéaire hermitienne définie positive (ou négative) alors

Yo,y € B |f(z,y)> < f(z,2)f(y,y)

@

avec égalité si et seulement si (x,y) lice.

Preuve: Cas complexe. Si y = 0 ou f(z,y) = 0, I'inégalité
est évidente, si non, on pose

fl@y) =|f(z,y)e ™

et on consideére f(z + Ae'y, z + Aey) avec A réel, qui est un
polyndme de degré 2 en A :

f (x + ey, x + )\eiey) = f(z,xz) +2ARe (eiaf (z, y))
+ X f (y,)
= f(z,2) + 2X|f(2,9)| + N[ (4,9)

on termine alors comme dans le cas réel,
A =|f(zy) - f@,2)f(y,y) <0

®

L'égalité est possible si z + Ae?y = 0 pour un certain \.

Théoréeme 1.2 Un produit scalaire (réel ou complexe) est une forme
non dégénérée.

Preuve: utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Définition 1.5 Soit E un C — ev. On appelle produit scalaire (her-
mitien) sur E, toute forme sesquilinéaire hermitienne définie posi-
tive.

®
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Exemples

(1) Produit scalaire hermitien usuel sur C" :
() — 3 7
i=1
(2) Produit scalaire sur E = C° ([a, 8], C) :
(f.9) — / Fi0)
(3) Produit scalaire sur £ = C,, [X] :

(P,Q) — Z%@(m
=0 @

ott (g, ..., ) € R™™ fixé.
(4) Produit scalaire sur M,,(C) (M, N) — Tr(*M N).

Définition 1.6 On appelle espace préhilbertien réel (resp complexe)
un couple (E, ®) d'un R — ev (resp C — ev) E et d’une forme bili-
néaire symétrique (resp sesquilinéaire hermitienne) définie positive.

Définition 1.7 Un espace Euclidien (resp Hermitien) est un pré-
hilbertien réel (resp complexe) de dimension finie.

Norme euclidienne

Théoreme 1.3 Si (E, ®) est un espace préhilbertien, I'application

z+— \/®(z, 1)

est une norme sur E.
e On utilise les notations

(u|v),{u]|v), (u,v) ousimplement u.v

pour désigner un produit scalaire et || || pour la norme
euclidienne.

e La distance associée a la norme sur E est dite distance
euclidienne.

e L'inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit :
Vu, v € B (u | 0)] < Jluf vl
Preuve: L'inégalité triangulaire

VO(z +y) < /O(z) + /O(y)

®©

dite de Minkowski est conséquence de I'inégalité de Cauchy—
Schwarz en passant aux carrés.
Les autres propriétés de la norme sont évidentes.

Identités de polarisation

e Cas réel
2 2 2
lz+yll” = lzl”+ [lyl” + 2(= | y)

2 2
Az [y) = [lz+ylI” — [l -yl

e Cas hermitien

2 2 2
l+yll™ = llz” + llyll” + 2 Re(z | y)

2 2
4Re (x| y) = o +yl* = llz —y|
2 2 . . 2 . . 2
4@ y) = llo+yll° = llz — yl> +i 2+ iyl =il — iy

Identité du parallélogramme

e Cas réel et hermitien
2 2 2 2
o+ yl* + o = yl* =2 (ol + lyl?)

qui exprime le fait que la somme des carrés des dis-
tances des deux diagonales d’un parallélogramme est
égale a la somme des carrés des distances des quatres
cotés.

@

I.2 Orthogonalité

Un produit scalaire étant une forme bilinéaire (ou sesqui-
linéaire), on définit donc les notions d’orthogonalité qui vé-
rifient toutes les propriétés du cas général, et bien entendu
d’autre propriétés liées au fait qu'un produit scalaire et une
forme définie positive.

On suppose dans la suite que E est un espace préhilbertien
réel ou complexe. On a donc les résultats déja établis pour une
forme quadratique.

Proposition 1.1 Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls de
E est libre, en particulier toute famille orthonormale de E est libre.

Théoréme 1.4 Si E est de dimension finie (euclidien ou hermitiegé,

alors E posseéde une base orthonormale.

Théoreme 1.5 Si E est de dimension finie, alors toute famille or-
thonormale peut étre complétée en une base orthonormale.

Algorithme de Gram-Schmidt

Théoreme 1.6 Si E est de dimension finie, alors pour toute base
B = (v1,...,v,) de E il existe une base B’ = (e1, ..., &,,) orthonor-
male vérifiant

Vk € [1,n] : vect(vy, ..., vx) = vect(e, ..., k)

c.a.d la matrice de passage P s est triangulaire supérieure.

®

Preuve: Description de I'algorithme de Gram Schmidt :
On construit la base B’ par récurrence
e Onpose ey = v/ ||v1]l .

e Pourk € [1,n — 1], on suppose construit €1, ..., £ ; puis
on pose
k
5;c+1 == Z (Vkt1 | €5) €j+vk41 et Epqr = 52+1/ ||€;c+1|| .
j=1

Remarque 1.2 Pg 5 peut étre choisie avec des coefficients diago-
naux positifs (ou négatifs ou mixtes).
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Exemple 1.1 Dans R?: v =
(1,1,1) . On trouve

(17_1a0)av2 = (_17171)7U3 =

£1 = L(1 ~1,0)
1_\/5 ’ )
g2 = (177150) + (71, 171) = (07071)
1 1
= —(—(0,0,1 1,1,1)) = —=(1,1,0
€3 \/5((77)+(77)) \/5(’7)
avec la matrice de passage
1/vV2 1 —1/V2
T=1| 0 1 -1/V/2
0 0 1/v2

®

Ecriture d’un vecteur dans une b.o.n
Théoréeme 1.7 Si une famille de vecteurs (vq, ..., vp) de E est or-

P 2
Zv: ZZIHWH-
=

thogonale alors

Preuve: généralise théreme de Pythagore. Prouver la par
récurrence sur p.

Théoréme 1.8 Si (eq, ..., e,) est b.o.n de E alors pour tout v € E

= (@ = l@le)?

=1 =1
Formule de Parseval

)e; et HmH

Exercice 1.1 Montrer que réciproquement, chacune des conditions

v =YL (@ e)e lou |z = S, (| e)|*) vérifice pour

tout x € E suffit pour que la famille (e1, ..., e) soit une b.o.n.

Proposition 1.2 Si F' est un sous-espace vectoriel de E alors
FtnF={0}

Théoreme 1.9 Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie

de E alors N
E=F®Fte (F*) =F

@

Preuve: Soit (e, ..., ;) base de F. Pour tout z € E

Z‘Z(.’E|6l)ez+<x_z xlez z)

i=1

1 2

avecr) € Fet

(1] x2) = <Z (z ] €) ezx—Z(xei)el)

i=1 i=1
P P 2
Z\:ﬂe * - Z($|€i)€i =0
i=1 i=1

donc z, € F*-.
OnaF C (FJ-)J' etsiz € (FJ-)J' alors x = x; + a2 €
F@FL doncas =a —ay € (FL)" nF-={0}.

Exemples
(1) {0} = B; B+ = {0};
(2) Hyperplan:sia € E, a # 0, alors {a}" est un hyperplan
de E, appelé hyperplan orthogonal a a.
Projecteur orthogonal

Définition 1.8 Si E = F & F* (c'est le cas si dim F < o0), la
projection pp sur F parallélement a FL est appelée la projection

orthogonale sur F.

Proposition 1.3 Dans ce cas si (eq, ..., e,,) est une b.o.n de F alors

n

pr(a) =Y (x| e)e ol =

=1

lpr(@)* + |z = pr ()]
et Z |(z | e)]> < ||lz|* (Inégalité de Bessel)
=1

Définition 1.9 On appelle distance d'un point x € Ea F, d(z, F)
le réel
d(z,F) = inf ||z — z||.
z€F

D’apres ce qui préecede on a :

Théoreme 1.10 Pour tout x € E, d(z, F) = ||z — pp(x)]|| . C'est
a dire que infT ||z — z|| est atteint en I'unique point pp(x) et
z€E

lzl|* = llpr(@)|* + (d(z, F))?

Preuve: Pour tout z € F':

2 = 2I* =|l 2 = pr (@) + pr(z) — = |I?
N— N———
eFL €F

= e = pr@)|* + llpr(2) - 2|

minimal si et seulement si |pp(z) — z|| = 0.

Matrice et déterminant de Gram (voir Sup)

Définition 1.10 La matrice de Gram G(v1, ...,v,) d'une famille
(v1, ..., vp) d’éléments de E (euclidien réel) est la matrice
G(v1, e vp) = ((vs | vj))lgi,]‘gp € M, (R)

et son déterminant est appelé déterminant de Gram de (vq, ..., vp),
noté Gram(vy, ..., vp).

Théoréme 1.11 Avec le notations ci-dessus, G = AA oit A est Ia
matrice de (vq, ..., vp) dans une base orthonormale de E et rang(G) =

rang(A).

Théoréme 1.12 Une matrice symétrique G € M, (R) est définie
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positive si et seulement si elle est la matrice de Gram d’une base de
E.

Preuve: On a déja vu (chapitre algébre bilinéaire) qu'une
matrice réelle symétrique définie positive est congruente a I,,.

Théoreme 1.13 F sev de E (euclidien réel), (eq, ..., ep) base de F.
Pour tout x € E :

Preuve: Si x € I, la formule est évidente. Si non

G(Cl, "'7617) (61 | 1’)

Gram(eq, ..., ep, T) =
( ) (e |2)

(e1 | z) (eplz) =

et en posant v = pp(z) etw = z —v € FL ona ||lz]|° =
[0]* + [[ew]|* et (e; | @) = (i | v) donc

®

Gram(ey, ..., ep, z) = Gram(ey, ..., €p, v)+Gram(eq, ..., €p) flwl|.

(d(z, F))* = %@p?)
ramieq, ..., e
B Gler, ) (e1 1)
Gram(eq, ..., ep, T) = :
(gp | v) )
o (er|v) (ep [v) |l +||7é£
Glet, .., ep) (e1]v) Comme (eq, ..., ep,v) est liée, on conclut en remarquant que
_ : [w[| = d(z, F).
(ey | ) 3
(e1|v) (ep | v) [[v]|? Exemples dans IR
Gley, ..., ep) 0 Pour tout u,v € R? :
N Gram(u,v) = |Ju A v
0 ) etdoncona:
@) (plo) ol do e~ 107
donc [lu|l
_ |Det (u,v,z)]  [(uAv]|z)

d bl t ) - =
(. veet(w, ) = = Al T Aol

ici Det (u, v, ) désignent le déterminant dans une b.o.n.d.

Remarque 1.3 Vous avez vu en Sup que :

e Endimension 2, \/Gram(vy,ve) désigne I'aire du parallélo-
gramme décrit par les vecteurs vy et vy, supposés linéairement
indépendants.

e En dimension 3, +/Gram(vi,vs,v3) désigne le volume du
parallélipipede (ancien) ou parallélépipeéde décrit par les vec-
teurs vy, vy et vs, supposés linéairement indépendants.

II Enomorphisme dans un espace eucli-
dien

Dans toute la suite on travaille dans E un espace euclidien
(préhilbertien réel de dimension finie). &

Théoréeme I1.1 (Théoréeme de Riesz) Si E est un espace eucli-
dien (de dimension finie) Pour toute forme linéaire o sur E il existe
un unique a € E tel que

Vee E:p(z)=(a|z).
Preuve: Déja vue dans le cas de forme quadratique non
dégénérée.
I.1 Adjoint d"'un endomorphisme

Théoréeme I1.2 Pour tout u € L(E), il existe un unique endomor-
phisme u* € L(E) tel que

Vo,y € B (x]u(y)) = (v (z) [ y)

u* est appelé adjoint de u. Dans ce cas on a aussi

Vo,y € B (u(z) | y) = (z|u" ()

Preuve: L'application y +— (z | u(y)) est une forme li-
néaire, doncil existe 2’ € E unique tel que (z | u (y)) = (2’ | v)
pour tout y € E. On note alors 2’ par «*(z), puis on montre
que u* est linéaire. L'unicité de u* découle de celle de z'.

Propriétés
(1) L'application v — u* est linéaire (semi-linéaire dans le
cas complexe) sur L(E).
(2) Pour tout u,v € L(E), (u*)" =uet(uov)" =v*ou*.

®

(3) Pour toutu € L(E), ona
o ker(u*) = Im(u)* Im(u*) = ker(u)*.
e ker(u*u) = ker(u) Im(u*u) = Im(u*). En particu-
lier u et u* ont méme rang.

Théoréme I1.3 Soit B une base orthonormale de E, pour tout u €
L(E),ona

Matg(u*) = ‘Matg(u), detu* = detu; Tru* = Tru
ef Xur = Xu

Définition IL1 Si M € M,,(C), la matrice M* = M est appe-
lée matrice adjointe (ou transconjuguée) de M. i.e. si M = (a;;)
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et M* = (b;;) alors b;; = aj;. On dira alors que M est hermi-
tienne si M* = M. Dans le cas de matrice réelle c’est les notions
de transposée et de matrice symétrigue.

e Les propriétés suivantes sont alors évidentes, pour tout
M,N € M,,(C) etpour tout A € C:

(M+N)"=M"+N*  (AM)" =XM*
(MN)* = N*M*  (M*)"=M
det M* =det M; Tr M* =Tr M et xpr- = X1
etsi M € GL, (C), M* € GL, (C) et
(M5~ = (MY

&)

Endomorphisme autoadjoint

Définition I1.2 On dit qu’un endomorphisme u € L(E) est symé-
trique (ou autoadjoint), si u* = u, i.e:

Va,y € B (u(@) | y) = (z [ uly))
On dit qu’il est antisymétrique si u* = —u, i.e:
Va,y € B (u(@) |y) = = (@ | uly))

Théoreme 11.4 u € L(E) est autoadjoint si et seulement si sa ma-
trice dans une b.o.n est symétrigue.

Proposition IL.1 Soit p € L(FE), p est un projecteur autoadjoint
si et seulement sipop = pet p* = p. ®

Preuve: en exercice.

Exercice IL.1 Si vous utilisez le théoréme I1.8 dans le cas p # 0,
vous aurez

lplly = 1.
Montrer ce résultat directement.

Théoreme I1.5 Soit F' un sous-espace vectoriel de E. F est u-
stable si et seulement si F* est u*-stable.

Théoreme I1.6 (Théoréeme spectral) Tout endomorphisme autoad-
joint d’un espace euclidien E est diagonalisable dans une base ortho-
normale.

Preuve: Par récurrence sur la dimension de F.

®

Endomorphisme positif

Définition I1.3 Soit un endomorphisme autoadjoint u € L(E)
o On dit que u est positif si

Vee E: (u(z)]|z)>0
o On dit que u est défini positif si
Vo #0: (u(z) | z) >0

On définit de méme ces notions pour les matrices symé-
triques :

Définition IL.4 Soit M € M,, (R) symétrique.

o On dit que M est positive si
VX e M1 (R): '’XMX >0,
e On dit que M est définie positive si
VX € My (K) ~ {0} : 'XMX >0,

e On note par S;7 (R) (resp S,/ (R)) le sev de M,,(R) des
matrices symétriques positives (resp définies positives).

Théoreme I1.7 Soit un endomorphisme autoadjoint uw € L(E). u
est positif (resp défini positif) si et seulement si Sp(u) C IRy (resp
Sp(u) C RY).

®

Preuve: = . Si )\ est valeur propre de u et z # 0 vecteur
propre associé, alors (z | u(z)) = (z | Az) = A [

<= .Soit (e1, ...,£,) b.o.n de E formée de vecteurs propres
de u, A1, ..., A, les valeurs propres associées. Alors pour tout

n
T =) Tigi,

(z | u(z)) = (Z Tig; | Z%‘/\m)

n
= Z)\L |J)1|2 € RJr
=1

Théoreme I1.8 Pour tout w € L(E), l'endomorphisme u*u est
autoadjoint positif et

lully = Mlw*lly = /e ull,.

Preuve: Pour tout « € L(E), 'endomorphisme u*u au-
toadjoint et pour tout z € E :

(u™u(z) | 2) = (u(z) | u(z)) = [[u(@)]* = 0.

Donc u*u est positif et si Ai,..., A, € R, désignent les n va-
leurs propres (distinctes ou non) de u*u, associée aux vecteurs

@

n
d'une b.on (g1, ...,&,) de E. Pour tout z = 3 x;¢;
=1

lu(@)|* = (wu(z) | ) = ZA il

2
max (0) ]

IN

et avec x = ¢; ol j est tel que max (Ai) = Aj, on a égalité.
<i<n

Donc ||u|® = max (A\;). De la méme fagon

lu*u(@)|* =

n
E AiTi€;
i=1

2 n
= Il [l
=1
'
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2
conduit a [Ju*ull; = max (\?) = < max (Az)) . Reste a mon-
1<i<n 1<i<n

trer que ||ull|, = [|u*||, , pour cela, on montre le

Lemme II.1 Pour tout v € L(E) :

[l = sup [(u(@) | 9)l-

zyeE g ||z||=Tet [ly||=1

En effet: Si u = 0, 1’égalité est évidente, sinon Vz,y € F :

|(u(@) | 9)] < llw@)[ lyll < [l =] ]

donc

sup [(u(@) | 9)] < [lull-
zyeB gl <let [y]<1

D’autre |(u(z) | y)| vaut ||uf| pour z = =z vérifiant ||u|| =
u(o)

[lu(zo)ll”

[u(@o)l, [lzoll = 1ety =

II.2 Automorphismes orthogonaux

Définition IL.5 Un endomorphisme u € L(E) est dit orthogonal
si:

V(z,y) € B*: (u(@) | u(y)) = (x| y) .
Dans ce cas on a

Vo € B lu(@)| = ]

ce qui signifie que u est une isométrie donc un automorphisme

de E.

e Onnote O(E) I'ensemble des automorphismes orthogo-
naux sur F, remarquons que O(E) C GL(E).

Théoreme I1.9 O(FE) est un sous groupe de GL(E), appelé le groupe
orthogonal de E.

Preuve: La faire en exercice.
e En dimension 1 les applications linéaires sont les homo-
théties, donc

GL(E) = {Aldg; A € R*} et O(E) = {ldg; —1dg}.
on suppose par la suite que dim(E) =n > 2.

Théoreme I1.10 Soit u € L(E), les propositions suivantes sont
équivalentes :

(i) w est un automorphisme orthogonal
(ii ) u transforme toute b.o.n en b.o.n.
(iii) Vz € E : |lu(z)]| = ||z

(iv) u*u =uwu* = Ig

Preuve: (i)<=>(ii). les conditions

(ule;) [ ule;)) = (e | ej) = dij

pour tout 4, j € [1,n], caractérisent les b.o.n.
(i)«<=(iii). Utiliser les identités de polarisation.
(i)<=(iv). Remarquer que pour tout z,y € F :

(u(@) | u(y)) = (v u(z) | y)

donc
(u(z) [u(y)) = (z | y) == (z —u"u(x) | y) =0

Proposition IL.2 Pour tout u € O(E), |detu| = 1, i.e. detu €
{-1;1} et Sp(u) C {—1;1}.

Preuve: det u = det u* et det(u*u) = 1. Pour le spectre si
u(z) = Az eta # 0, alors [[u(z)]| = [l et [u(z)[| = [A[ [l]-

Théoreme I1.11 L'ensemble SO(E) = {u € O(F) | detu =1}
est un sous groupe de O(E), il est appelé le groupe spécial ortho-
gonalde E.

Preuve: C’est le noyau du morphisme de groupe

(O(E),0) — ({11}, %)

u +— detu

Symétrie orthogonale, réflexion

Définition I1.6 Soit F' un sev de E. La symétrie autour de F pa-
rallélement a FL est appelée symétrie orthogonale par rapport i F.
On la notera sp.

e Onadonc
Sp = 2PF — IdE

e Si(e1,...,6p) estune b.on de F,

P

sF(m):2Z(:c|€1;)5i—z

i=1

Proposition I1.3 Toute symétrie orthogonale est un endomorphisme
orthogonal.

Preuve: La faire ...

Définition IL.7 Soit H un hyperplan de E. La symétrie orthogo-
nale par rapport H est appelée réflexion d’hyperplan H.

Remarque I1.1 les réflexions sont des endomorphismes orthogo-
naux négatifs (i.e de déterminant —1).

o Si H = {u}" avec |[ul| =1,
sgz)=z—-2(x|uw)u

Théoreme I1.12 Soient u,v deux vecteurs de E tels que ||ul|
lv|| et w # v. Il existe une unique réflexion f de E telle que f(u) =

f(v).

Preuve: On a ||u® = ||v||* donc (u+ v | u — v) = 0. Soient
a=(u—v),H={a}"etf=sp alors f(u—v) = —(u—nv)
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et f(u+v) =u+v,donc

s =1 (50 1 ("50)

u—+v uU—v
= — =0

2 2

II.3 Matrices orthogonales

Théoreme I1.13 Soit M € M, (IR). Les propriétés suivantes sont

équivalentes :
(i) ‘MM = I, (oubien M M = I,),ie: M € GL,(R) et
Mt =M.

(ii) Les colonnes de M forment une b.o.n de R™.
(iii) Les lignes de M forment une b.o.n de IR".

@

Définition I1.8 Une matrice est dite orthogonale si elle vérifie I'une
des propriétés équivalentes (i),(ii) ou (iii).
On note O,,(R) 'ensemble des matrices orthogonales de M., (IR).

Proposition I1.4 Si M € O,,(IR), alors
det M = +1 et Sp(M) C {-1;1}.

e Onnote SO, (R) ou O, (R) (respectivement O, (IR)) I'en-
sembles des matrices orthogonales de déterminant 1 (res-
pectivement —1).

Théoréme I1.14 Si B et B’ sont deux b.o.n de E alors la matrice
de passage Pp ' est orthogonale.

Théoreme 11.15 Soit Buneb.onde E, f € L(E)et M = Matg(f),
on a l'équivalence :

f€O(E) <= M € 0,(R).
Preuve: A faire...

Théoreme I1.16 O,,(R) est un sous groupe de GL,,(R), et O;F (R)
est un sous groupe de O,,(IR).

e 0, (R) estappelé le groupe orthogonal d’ordre n et O; (IR)
le groupe spécial orthogonal.

Remarque I1.2 O, (R) n’a pas une structure de groupe. Pour-

quoi ?

On déduit du théoréme spectral que

Théoréme I1.17 Toute M € M, (R), symétrique est diagonali-
sable et il existe P € O, (IR) et une matrice diagonale D telles que

M ='PDP =P 1DP.

Théoreme I1.18 Pourtout A € M,,(R), lamatrice'AA € S, (R)
(et si A € GL,(R) alors 'AA € S+ (R)). Et

\HtAAlllz = H|AH|2 = |||tAH|2

Preuve: Déja établi pour les endomorphismes.

Formes quadratiques dans un espace euclidien

Théoreme I1.19 Soit E un espace euclidien. Si q est une forme
quadratique sur E, alors il existe une base orthonormée pour le pro-
duit scalaire et orthogonale pour q.

En effet: Si M est une matrice symétrique représentant
g dans une base de F, alors il existe P orthogonale telle que
tP M P soit diagonale, mais la matrice ‘P M P représente g dans
la base formées par les vecteurs colonnes de P.

Décomposition polaire

Théoreme I1.20 Pour toute matrice M € GL,(IR), il existe un
couple unique (Q, R) € O,(R) x S+ (R) tel que M = QR.

&

Preuve: Existence. Si M € GL,(R), ‘MM € S} (R) donc
MM = 'PDP avec P € Ou(R) et D = diag (A, ... An),
Ai > 0.On pose R = 'PAP ou A = diag (v/A1, ..., VAn) , alors
‘MM = R?et Re€ S T(R). Onpose Q = MR, alors

'QQ="R""MMR ' ="R™MRRR™ ' =1,.

Unicité. Si M = QR avec (Q, R) € O,(R) x S;7(R), alors
‘MM = R?. 1l faut donc montrer que si R? = 5% avec R, S €
ST (IR) alors R = S. En effet, montrons d’abord que dans ce
cas R et S commutent. On note Ay, ..., A, les valeurs propres
(toutes strictement positives) de R et ¢ € R,, [X] tel que

Vi [1,n]: oA\ =N\

&

doncsi R = Pdiag (M1, ..., A,) P71, alors
R? = Pdiag (A,..., A2) P!

et ¢ (R?) = Pdiag (\y,...,A\,) P! = R. Donc R est un poly-
noéme en R?, de méme S est un polynéme en S? et comme
S% = R? alors R et S commutent. D’autre part

0=R>-852=(R-S5)(R+5)
et R+ S inversible, carsi (R+ S) X =0, X € M,, 1 (R), alors
0="X(R+8)X ='XRX + XX

donc
0<!XRX =-'X5X<0

et parconséquent X = 0. On conclut donc que R — § = 0.

I1.4 Probléme aux moindres carrés

On considére une matrice A € M, ,(IR) et b € M,, 1(R),
le probléme aux moindres carrés lié au systeme linéaire

XeM,i(R): AX =b (IL1)
est par définition le probleme de minimisation :
min _ ||AX —b|? (IL.2)
XeM,1(R)

|[AX — b|| étantla norme euclidienne de R"™. Le probleme (I1.2)
consiste donc a déterminer le (ou les) vecteur (s) X* € M,, 1(RR)
tel que

VX € M, 1 (R): [[AX* —b|* < [JAX —b|? (IL3)
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Théoreme I1.21 Le probleme de minimisation (I1.2) est équivalent
au systeme linéaire

X € Mya(R) : 'AAX = Ab (I1.4)

En particulier sirang(A) = p, le probleme (11.2) admet une solution
unique appelée la meilleure solution approchée au sens quadratique
du systeme d’équations linéaires (I1.1).

Preuve: Il s’agit de montrer que toute solution X* du sy-
syteme (IL.4) vérifie (IL.3) et réciproquement. Soit donc X* €
M, 1(R) solution de (IL.4), alors 'AAX = ‘Ab et pour tout

®

Y € Mp1(R)
(AX* —b| AY) = 1(AY) (AX* —b)
=Y ("AAX* — 'Ab)
=0

donc (AX* —b) € (Im A)J‘ et AX* = ppy, 4(b). Par conséquent

IAX* — b= min _ [|AX —b|.
XeMy 1 (R)

Réciproquement, si || AX™* — b|| = « jI\IAliIl ® |IAX — b||, alors
eMpa

d’apres la caractérisation de la projection orthogonale théo-
reme 1.10, AX™* = p1, 4(b) et (AX* —b) € (Im A)J‘ ,c.a.d pour
toutY € M, 1(R)

(AX* —b| AY) =0

donc pour tout Y € M, 1(RR)
(FA(AX* =1) |Y) =0

ce qui signifie que A (AX* — b) € M, 1(R)* = {0}.
En particulier si rang(A) = p alors ‘AA € GL,(IR) est par
conséquent le systeme (I1.4) admet une et une seule solution.

II.5 Exemples de factorisation de matrices
Factorisation QR

Théoreme I1.22 Pour toute matrice M € GL,(R), il existe un
unique couple (Q, R) € O,(R) x 7,7+ (R) (Q orthogonale et R tri-
angulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont strictement
positifs) tel que M = QR. &

Preuve: Existence. Soit M € GL,(R), C = (c1,...,¢pn) ces
vecteurs colonnes forment une base de M,, ; (R). L'algorithme
de Gram Schmidt, permet d’othonormaliser la base C et d"ob-
tenir uneb.on B = (¢1, ..., £, ), la matrice de passage T' = Pc
étant triangulaire supérieure, pour laquelle on peut supposer
que les éléments diagonaux sont strictement positifs (voir re-
marque L.2), ca.d T € 7,77 (R). Et par définition d’une ma-
trice de passage, si P désigne la matrice dont les vecteurs co-
lonnes sont (1, ...,&,),0n a

P=MT

de sorte que M = PT~!, on pose alors Q = P € O,(R) et
R=T"1e T (R).

Unicité. Si M = QR alors ‘MM = 'RR, I'unicié de R
résulte alors de l'unicité de la factorisation de Cholesky ci-
apres.

Factorisation de Cholesky

Théoreme I1.23 Si M est une matrice symétrique définie positive
dans M., (R), il existe une unique matrice L triangulaire inférieure
a coefficients diagonaux positives telle que M = L'L.

Preuve: Existence. Si M est une matrice symétrique définie
positive dans M,, (R), il existe aumoins une matrice inver-
sible P telle que

M ='PP

puis d’apres la factorisation QR, P = QT et
PP =T'QQT =TT

on pose alors L = T..
Unicité. Si L'L = R'R alors

‘L(‘R)" =RL,

égalité de matrices triangulaire supérieure avec triangulaire
inférieure, donc RL~! est diagonale. D’autre part, si on pose
R = (r; ;) et L = (¢;;), alors les coefficients diagonaux des
deux matrices ‘L (‘R)”" et RL~! sont respectivement /; ; /r; ;
etr; ;/¢; ; qui sont égaux. Et comme les coefficients ¢; ; et 7 ;
sont positifs, alors ¢; ; =r; ;et RL™' =1, cad R= L.

Exemples

On considere la matrice

1 -1 1
M=1 -1 11
0 11

1 1
707
V2 V2 V2 V2 0
Q= _LOL ,R=T""= 0 1 1
V2 V2 0 0 2
0 1 0
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