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I Espace préhilbertien

I.1 Produit scalaire

Cas réel

Définition I.1 Soit E un IR � ev: On appelle produit scalaire sur
E; toute forme bilinéaire symétrique définie positive.

Exemples

(1) Produit scalaire usuel sur IRn : (x; y) 7�!
nP
i=1

xiyi

1


(2) Produit scalaire sur E = C0 ([a; b] ; IR) :

(f; g) 7�!
Z b

a

f(t)g(t)dt

(3) Produit scalaire sur E = IRn [X] :

(P;Q) 7�!
nX
i=0

P (xi)Q(xi)

où (x0; :::; xn) 2 IRn+1 fixé.

(4) Produit scalaire surMn(IR) (M;N) 7�! Tr(tMN):

2


Cas complexe

Définition I.2 Soit E un C� ev. On dit que f : E�E �! C est
une forme sesquilinéaire sur E si
� 8x 2 E; l’application y 7�! f(x; y) est linéaire sur E;
� 8y 2 E; l’application x 7�! f(x; y) est semi-linéaire sur
E; i.e :
– 8x; x0 2 E : f(x+ x0; y) = f(x; y) + f(x0; y):
– 8x 2 E;8� 2 C : f(�x; y) = �f(x; y):

Définition I.3 Une forme sesquilinéaire f : E �E �! C est dite
hermitienne si

8x; y 2 E : f (y; x) = f (x; y)

dans ce cas 8x 2 E : f(x; x) 2 IR:
3


Remarque I.1 Dans le cas d’une forme hermitienne la notion d’or-
thogonalité et toutes ses dérivées sont définies de la même manière,
car

8x; y 2 E : f (y; x) = 0() f (x; y) = 0

Définition I.4 On dit qu’une forme sesquilinéaire hermitienne f :
E � E �! C est positive (resp définie positive) si

8x 2 E : f (x; x) � 0
(resp 8x 2 E r f0g : f (x; x) > 0)

Théorème I.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Si f est une forme
sesquilinéaire hermitienne définie positive (ou négative) alors

8x; y 2 E : jf(x; y)j2 � f(x; x)f(y; y)
4


avec égalité si et seulement si (x; y) liée.

Preuve: Cas complexe. Si y = 0 ou f(x; y) = 0; l’inégalité
est évidente, si non, on pose

f(x; y) = jf(x; y)j e�i�

et on considère f(x + �ei�y; x + �ei�y) avec � réel, qui est un
polynôme de degré 2 en � :

f
�
x+ �ei�y; x+ �ei�y

�
= f (x; x) + 2�Re

�
ei�f (x; y)

�
+ �2f (y; y)

= f (x; x) + 2� jf(x; y)j+ �2f (y; y)
on termine alors comme dans le cas réel,

40 = jf(x; y)j2 � f(x; x)f(y; y) � 0
5


L’égalité est possible si x+ �ei�y = 0 pour un certain �:

Théorème I.2 Un produit scalaire (réel ou complexe) est une forme
non dégénérée.

Preuve: utiliser l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Définition I.5 Soit E un C�ev:On appelle produit scalaire (her-
mitien) sur E; toute forme sesquilinéaire hermitienne définie posi-
tive.
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Exemples

(1) Produit scalaire hermitien usuel sur Cn :

(x; y) 7�!
nX
i=1

xiyi

(2) Produit scalaire sur E = C0 ([a; b] ;C) :

(f; g) 7�!
Z b

a

f(t)g(t)dt

(3) Produit scalaire sur E = Cn [X] :

(P;Q) 7�!
nX
i=0

P (xi)Q(xi)

7


où (x0; :::; xn) 2 IRn+1 fixé.
(4) Produit scalaire surMn(C) (M;N) 7�! Tr(tMN):

Définition I.6 On appelle espace préhilbertien réel (resp complexe)
un couple (E;�) d’un IR� ev (resp C� ev) E et d’une forme bili-
néaire symétrique (resp sesquilinéaire hermitienne) définie positive.

Définition I.7 Un espace Euclidien (resp Hermitien) est un pré-
hilbertien réel (resp complexe) de dimension finie.

Norme euclidienne

Théorème I.3 Si (E;�) est un espace préhilbertien, l’application

x 7�!
p
�(x; x)

8


est une norme sur E:

� On utilise les notations

(u j v) ; hu j vi ; hu; vi ou simplement u:v

pour désigner un produit scalaire et k k pour la norme
euclidienne.

� La distance associée à la norme sur E est dite distance
euclidienne.

� L’inégalité de Cauchy–Schwarz s’écrit :

8u; v 2 E : j(u j v)j � kuk kvk

Preuve: L’inégalité triangulairep
�(x+ y) �

p
�(x) +

p
�(y)

9


dite de Minkowski est conséquence de l’inégalité de Cauchy–
Schwarz en passant aux carrés.

Les autres propriétés de la norme sont évidentes.

Identités de polarisation

� Cas réel

kx+ yk2 = kxk2 + kyk2 + 2(x j y)

4 (x j y) = kx+ yk2 � kx� yk2

� Cas hermitien

kx+ yk2 = kxk2 + kyk2 + 2Re(x j y)
10


4Re (x j y) = kx+ yk2 � kx� yk2

4 (x j y) = kx+ yk2�kx� yk2+ i kx+ iyk2� i kx� iyk2

Identité du parallélogramme

� Cas réel et hermitien

kx+ yk2 + kx� yk2 = 2
�
kxk2 + kyk2

�
qui exprime le fait que la somme des carrés des dis-
tances des deux diagonales d’un parallélogramme est
égale à la somme des carrés des distances des quatres
cotés.

11


I.2 Orthogonalité

Un produit scalaire étant une forme bilinéaire (ou sesqui-
linéaire), on définit donc les notions d’orthogonalité qui vé-
rifient toutes les propriétés du cas général, et bien entendu
d’autre propriétés liées au fait qu’un produit scalaire et une
forme définie positive.

On suppose dans la suite queE est un espace préhilbertien
réel ou complexe. On a donc les résultats déjà établis pour une
forme quadratique.

Proposition I.1 Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls de
E est libre, en particulier toute famille orthonormale de E est libre.

Théorème I.4 SiE est de dimension finie (euclidien ou hermitien),
12


alors E possède une base orthonormale.

Théorème I.5 Si E est de dimension finie, alors toute famille or-
thonormale peut être complétée en une base orthonormale.

Algorithme de Gram-Schmidt

Théorème I.6 Si E est de dimension finie, alors pour toute base
B = (v1; :::; vn) de E il existe une base B0 = ("1; :::; "n) orthonor-
male vérifiant

8k 2 [[1; n]] : vect(v1; :::; vk) = vect("1; :::; "k)

c.à.d la matrice de passage PB;B0 est triangulaire supérieure.

13


Preuve: Description de l’algorithme de Gram Schmidt :
On construit la base B0 par récurrence
� On pose "1 = v1= kv1k :
� Pour k 2 [[1; n � 1]]; on suppose construit "1; :::; "k ; puis

on pose

"0k+1 = �
kX
j=1

(vk+1 j "j) "j+vk+1 et "k+1 = "0k+1=


"0k+1

 :

Remarque I.2 PB;B0 peut être choisie avec des coefficients diago-
naux positifs (ou négatifs ou mixtes).

14
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Exemple I.1 Dans IR3 : v1 = (1;�1; 0) ; v2 = (�1; 1; 1) ; v3 =
(1; 1; 1) : On trouve

"1 =
1p
2
(1;�1; 0)

"2 = (1;�1; 0) + (�1; 1; 1) = (0; 0; 1)

"3 =
1p
2
(� (0; 0; 1) + (1; 1; 1)) = 1p

2
(1; 1; 0)

avec la matrice de passage

T =

0@ 1=
p
2 1 �1=

p
2

0 1 �1=
p
2

0 0 1=
p
2

1A
15


Ecriture d’un vecteur dans une b.o.n

Théorème I.7 Si une famille de vecteurs (v1; :::; vp) de E est or-

thogonale alors




 pP
i=1

vi





2 = pP
i=1

kvik2 :

Preuve: généralise thérème de Pythagore. Prouver la par
récurrence sur p:

Théorème I.8 Si (e1; :::; en) est b.o.n de E alors pour tout x 2 E

x =
nX
i=1

(x j ei) ei et kxk2 =
nX
i=1

j(x j ei)j2

Formule de Parseval

16


Exercice I.1 Montrer que réciproquement, chacune des conditions
x =

Pn
i=1 (x j ei) ei (ou kxk2 =

Pn
i=1 j(x j ei)j

2) vérifiée pour
tout x 2 E suffit pour que la famille (e1; :::; en) soit une b.o.n.

Proposition I.2 Si F est un sous-espace vectoriel de E alors

F? \ F = f0g

Théorème I.9 Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie
de E alors

E = F � F? et
�
F?
�?
= F

17


Preuve: Soit (e1; :::; ep) base de F: Pour tout x 2 E

x =

pX
i=1

(x j ei) ei| {z }
x1

+

 
x�

pX
i=1

(x j ei) ei

!
| {z }

x2

avec x1 2 F et

(x1 j x2) =
 

pX
i=1

(x j ei) ei j x�
pX
i=1

(x j ei) ei

!

=

pX
i=1

j(x j ei)j2 �







pX
i=1

(x j ei) ei







2

= 0

18


donc x2 2 F?:
On a F �

�
F?
�? et si x 2

�
F?
�? alors x = x1 + x2 2

F � F?; donc x2 = x� x1 2
�
F?
�? \ F? = f0g :

Exemples

(1) f0g = E; E? = f0g ;
(2) Hyperplan : si a 2 E; a 6= 0; alors fag? est un hyperplan

de E; appelé hyperplan orthogonal à a:

Projecteur orthogonal

Définition I.8 Si E = F � F? (c’est le cas si dimF < 1), la
projection pF sur F parallélement à F? est appelée la projection

19


orthogonale sur F:

Proposition I.3 Dans ce cas si (e1; :::; en) est une b.o.n de F alors

pF (x) =

nX
i=1

(x j ei) ei kxk2 = kpF (x)k2 + kx� pF (x)k2

et
nX
i=1

j(x j ei)j2 � kxk2 (Inégalité de Bessel)

Définition I.9 On appelle distance d’un point x 2 E à F; d(x; F )
le réel

d(x; F ) = inf
z2F

kz � xk :

20


D’après ce qui prècede on a :

Théorème I.10 Pour tout x 2 E; d(x; F ) = kx� pF (x)k : C’est
à dire que inf

z2F
kz � xk est atteint en l’unique point pF (x) et

kxk2 = kpF (x)k2 + (d(x; F ))2

Preuve: Pour tout z 2 F :

kx� zk2 =k x� pF (x)| {z }
2F?

+ pF (x)� z| {z }
2F

k2

= kx� pF (x)k2 + kpF (x)� zk2

minimal si et seulement si kpF (x)� zk = 0:
21


Matrice et déterminant de Gram (voir Sup)

Définition I.10 La matrice de Gram G(v1; :::; vp) d’une famille
(v1; :::; vp) d’éléments de E (euclidien réel) est la matrice

G(v1; :::; vp) = ((vi j vj))1�i;j�p 2Mn(IR)

et son déterminant est appelé déterminant de Gram de (v1; :::; vp);
noté Gram(v1; :::; vp):

Théorème I.11 Avec le notations ci-dessus, G =tAA où A est la
matrice de (v1; :::; vp) dans une base orthonormale deE et rang(G) =
rang(A).

Théorème I.12 Une matrice symétrique G 2 Mn (IR) est définie
22
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positive si et seulement si elle est la matrice de Gram d’une base de
E.

Preuve: On a déjà vu (chapitre algèbre bilinéaire) qu’une
matrice réelle symétrique définie positive est congruente à In:

Théorème I.13 F sev de E (euclidien réel), (e1; :::; ep) base de F:
Pour tout x 2 E :

(d(x; F ))
2
=
Gram(e1; :::; ep; x)

Gram(e1; :::; ep)

23


Preuve: Si x 2 F; la formule est évidente. Si non

Gram(e1; :::; ep; x) =

���������
G(e1; :::; ep) (e1 j x)

...
(ep j x)

(e1 j x) � � � (ep j x) kxk2

���������
et en posant v = pF (x) et w = x � v 2 F?; on a kxk2 =
kvk2 + kwk2 et (ei j x) = (ei j v) donc

Gram(e1; :::; ep; x) =

���������
G(e1; :::; ep) (e1 j v)

...
(ep j v)

(e1 j v) � � � (ep j v) kvk2 + kwk2

���������
24


=

���������
G(e1; :::; ep) (e1 j v)

...
(ep j v)

(e1 j v) � � � (ep j v) kvk2

���������
+

���������
G(e1; :::; ep) 0

...
0

(e1 j v) � � � (ep j v) kwk2

���������
donc

Gram(e1; :::; ep; x) = Gram(e1; :::; ep; v)+Gram(e1; :::; ep) kwk2 :

25


Comme (e1; :::; ep; v) est liée, on conclut en remarquant que
kwk = d(x; F ):

Exemples dans IR3

Pour tout u; v 2 IR3 :

Gram(u; v) = ku ^ vk2

et donc on a :

d(x; IRu) =
ku ^ xk
kuk et

d(x; vect(u; v)) =
jDet (u; v; x)j
ku ^ vk =

j(u ^ v j x)j
ku ^ vk

ici Det (u; v; x) désignent le déterminant dans une b.o.n.d.
26


Remarque I.3 Vous avez vu en Sup que :
� En dimension 2;

p
Gram(v1; v2) désigne l’aire du parallélo-

gramme décrit par les vecteurs v1 et v2; supposés linéairement
indépendants.

� En dimension 3;
p
Gram(v1; v2; v3) désigne le volume du

parallélipipède (ancien) ou parallélépipède décrit par les vec-
teurs v1; v2 et v3; supposés linéairement indépendants.

II Enomorphisme dans un espace eucli-
dien

Dans toute la suite on travaille dansE un espace euclidien
(préhilbertien réel de dimension finie).

27


Théorème II.1 (Théorème de Riesz) Si E est un espace eucli-
dien (de dimension finie) Pour toute forme linéaire ' sur E il existe
un unique a 2 E tel que

8x 2 E : '(x) = (a j x) :

Preuve: Déjà vue dans le cas de forme quadratique non
dégénérée.

II.1 Adjoint d’un endomorphisme

Théorème II.2 Pour tout u 2 L(E); il existe un unique endomor-
phisme u� 2 L(E) tel que

8x; y 2 E : (x j u (y)) = (u� (x) j y)
28


u� est appelé adjoint de u: Dans ce cas on a aussi

8x; y 2 E : (u (x) j y) = (x j u� (y))

Preuve: L’application y 7�! (x j u (y)) est une forme li-
néaire, donc il existe x0 2 E unique tel que (x j u (y)) = (x0 j y)
pour tout y 2 E: On note alors x0 par u�(x); puis on montre
que u� est linéaire. L’unicité de u� découle de celle de x0:

Propriétés

(1) L’application u 7�! u� est linéaire (semi-linéaire dans le
cas complexe) sur L(E):

(2) Pour tout u; v 2 L(E); (u�)� = u et (u � v)� = v� � u�:
29


(3) Pour tout u 2 L(E); on a
� ker(u�) = Im(u)? Im(u�) = ker(u)?:
� ker(u�u) = ker(u) Im(u�u) = Im(u�): En particu-

lier u et u� ont même rang.

Théorème II.3 Soit B une base orthonormale de E; pour tout u 2
L(E); on a

MatB(u
�) = tMatB(u); detu

� = detu; Tru� = Tru

et �u� = �u

Définition II.1 Si M 2 Mn(C); la matrice M� = tM est appe-
lée matrice adjointe (ou transconjuguée) de M: i.e. si M = (aij)

30
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et M� = (bij) alors bij = aji: On dira alors que M est hermi-
tienne si M� = M: Dans le cas de matrice réelle c’est les notions
de transposée et de matrice symétrique.

� Les propriétés suivantes sont alors évidentes, pour tout
M;N 2Mn(C) et pour tout � 2 C :

(M +N)
�
=M� +N� (�M)

�
= �M�

(MN)
�
= N�M� (M�)

�
=M

detM� = detM ; TrM� = TrM et �M� = �M

et siM 2 GLn (C) ; M� 2 GLn (C) et

(M�)
�1
=
�
M�1��

31


Endomorphisme autoadjoint

Définition II.2 On dit qu’un endomorphisme u 2 L(E) est symé-
trique (ou autoadjoint), si u� = u; i.e :

8x; y 2 E : (u(x) j y) = (x j u(y))

On dit qu’il est antisymétrique si u� = �u; i.e :

8x; y 2 E : (u(x) j y) = � (x j u(y))

Théorème II.4 u 2 L(E) est autoadjoint si et seulement si sa ma-
trice dans une b.o.n est symétrique.

Proposition II.1 Soit p 2 L(E), p est un projecteur autoadjoint
si et seulement si p � p = p et p� = p:

32


Preuve: en exercice.

Exercice II.1 Si vous utilisez le théorème II.8 dans le cas p 6= 0;
vous aurez

kjpjk2 = 1:
Montrer ce résultat directement.

Théorème II.5 Soit F un sous-espace vectoriel de E: F est u-
stable si et seulement si F? est u�-stable.

Théorème II.6 (Théorème spectral) Tout endomorphisme autoad-
joint d’un espace euclidienE est diagonalisable dans une base ortho-
normale.

Preuve: Par récurrence sur la dimension de E:
33


Endomorphisme positif

Définition II.3 Soit un endomorphisme autoadjoint u 2 L(E)
� On dit que u est positif si

8x 2 E : (u(x) j x) � 0

� On dit que u est défini positif si

8x 6= 0 : (u(x) j x) > 0

On définit de même ces notions pour les matrices symé-
triques :

Définition II.4 SoitM 2Mn (IR) symétrique.
34


� On dit queM est positive si

8X 2Mn;1 (IR) : tXMX � 0;

� On dit queM est définie positive si

8X 2Mn;1(IK)r f0g : tXMX > 0;

� On note par S+n (IR) (resp S++n (IR)) le sev deMn(IR) des
matrices symétriques positives (resp définies positives).

Théorème II.7 Soit un endomorphisme autoadjoint u 2 L(E): u
est positif (resp défini positif) si et seulement si Sp(u) � IR+ (resp
Sp(u) � IR�+).

35


Preuve: =) : Si � est valeur propre de u et x 6= 0 vecteur
propre associé, alors (x j u(x)) = (x j �x) = � kxk2 :
(= : Soit ("1; :::; "n) b.o.n deE formée de vecteurs propres

de u; �1; :::; �n les valeurs propres associées. Alors pour tout
x =

Pn
i=1 xi"i;

(x j u(x)) =
 

nX
i=1

xi"i j
nX
i=1

xi�i"i

!

=

nX
i=1

�i jxij2 2 IR+

36


Théorème II.8 Pour tout u 2 L(E); l’endomorphisme u�u est
autoadjoint positif et

kjujk2 = jku
�kj2 =

q
jku�ukj2:

Preuve: Pour tout u 2 L(E); l’endomorphisme u�u au-
toadjoint et pour tout x 2 E :

(u�u(x) j x) = (u(x) j u(x)) = ku(x)k2 � 0:

Donc u�u est positif et si �1; :::; �n 2 IR+ désignent les n va-
leurs propres (distinctes ou non) de u�u, associée aux vecteurs

37


d’une b.o.n ("1; :::; "n) de E: Pour tout x =
nP
i=1

xi"i

ku(x)k2 = (u�u(x) j x) =
nX
i=1

�i jxij2

� max
1�i�n

(�i) kxk2

et avec x = "j où j est tel que max
1�i�n

(�i) = �j ; on a égalité.

Donc kjujk2 = max
1�i�n

(�i): De la même façon

ku�u(x)k2 =






nX
i=1

�ixi"i







2

=
nX
i=1

j�ij2 jxij2

38
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conduit à kju�ujk22 = max
1�i�n

(�2i ) =

�
max
1�i�n

(�i)

�2
: Reste à mon-

trer que kjujk2 = jku�kj2 ; pour celà, on montre le

Lemme II.1 Pour tout u 2 L(E) :

kjujk = sup
x;y2E tq kxk=1 et kyk=1

j(u(x) j y)j :

En effet: Si u = 0; l’égalité est évidente, si non 8x; y 2 E :

j(u(x) j y)j � ku(x)k kyk � kjujk kxk kyk ;

donc
sup

x;y2E tq kxk�1 et kyk�1
j(u(x) j y)j � kjujk :

39


D’autre j(u(x) j y)j vaut kjujk pour x = x0 vérifiant kjujk =

ku(x0)k ; kx0k = 1 et y =
u(x0)

ku(x0)k
:

II.2 Automorphismes orthogonaux

Définition II.5 Un endomorphisme u 2 L(E) est dit orthogonal
si :

8(x; y) 2 E2 : (u(x) j u(y)) = (x j y) :
Dans ce cas on a

8x 2 E : ku(x)k = kxk

ce qui signifie que u est une isométrie donc un automorphisme
de E:

40


� On noteO(E) l’ensemble des automorphismes orthogo-
naux sur E; remarquons que O(E) � GL(E):

Théorème II.9 O(E) est un sous groupe deGL(E); appelé le groupe
orthogonal de E:

Preuve: La faire en exercice.
� En dimension 1 les applications linéaires sont les homo-

théties, donc

GL(E) = f�IdE ;� 2 IR�g et O(E) = fIdE ;�IdEg :

on suppose par la suite que dim(E) = n � 2:

Théorème II.10 Soit u 2 L(E); les propositions suivantes sont
équivalentes :
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( i ) u est un automorphisme orthogonal
(ii ) u transforme toute b.o.n en b.o.n.
(iii) 8x 2 E : ku(x)k = kxk
(iv) u�u = uu� = IE

Preuve: (i)()(ii). les conditions

(u(ei) j u(ej)) = (ei j ej) = �ij

pour tout i; j 2 [[1; n]]; caractérisent les b.o.n.
(i)()(iii). Utiliser les identités de polarisation.
(i)()(iv). Remarquer que pour tout x; y 2 E :

(u(x) j u(y)) = (u�u(x) j y)
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donc

(u(x) j u(y)) = (x j y)() (x� u�u(x) j y) = 0

Proposition II.2 Pour tout u 2 O(E); jdetuj = 1; i.e. detu 2
f�1; 1g et Sp(u) � f�1; 1g :

Preuve: detu = detu� et det(u�u) = 1: Pour le spectre si
u(x) = �x et x 6= 0; alors ku(x)k = kxk et ku(x)k = j�j kxk.

Théorème II.11 L’ensemble SO(E) = fu 2 O(E) j detu = 1g
est un sous groupe de O(E); il est appelé le groupe spécial ortho-
gonal de E:
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Preuve: C’est le noyau du morphisme de groupe

(O(E); �) �! (f�1; 1g ;�)
u 7�! detu

Symétrie orthogonale, réflexion

Définition II.6 Soit F un sev de E: La symétrie autour de F pa-
rallélement à F? est appelée symétrie orthogonale par rapport à F:
On la notera sF :

� On a donc
sF = 2pF � IdE
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� Si ("1; :::; "p) est une b.o.n de F;

sF (x) = 2
pX
i=1

(x j "i) "i � x

Proposition II.3 Toute symétrie orthogonale est un endomorphisme
orthogonal.

Preuve: La faire ...

Définition II.7 Soit H un hyperplan de E: La symétrie orthogo-
nale par rapport H est appelée réflexion d’hyperplan H:

Remarque II.1 les réflexions sont des endomorphismes orthogo-
naux négatifs (i.e de déterminant �1).
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� Si H = fug? avec kuk = 1 ;

sH(x) = x� 2 (x j u)u

Théorème II.12 Soient u; v deux vecteurs de E tels que kuk =
kvk et u 6= v: Il existe une unique réflexion f de E telle que f(u) =
f(v):

Preuve: On a kuk2 = kvk2 donc (u+ v j u� v) = 0: Soient
a = (u� v) ; H = fag? et f = sF ; alors f(u � v) = � (u� v)
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et f(u+ v) = u+ v; donc

f(u) = f

�
u+ v

2

�
+ f

�
u� v
2

�
=
u+ v

2
� u� v

2
= v

II.3 Matrices orthogonales

Théorème II.13 SoitM 2Mn(IR): Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) tMM = In (oubien M tM = In); i.e : M 2 GLn(IR) et
M�1 = tM:

(ii) Les colonnes deM forment une b.o.n de IRn:
(iii) Les lignes deM forment une b.o.n de IRn:
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Définition II.8 Une matrice est dite orthogonale si elle vérifie l’une
des propriétés équivalentes (i),(ii) ou (iii).

On noteOn(IR) l’ensemble des matrices orthogonales deMn(IR):

Proposition II.4 SiM 2 On(IR); alors

detM = �1 et Sp(M) � f�1; 1g :

� On note SOn(IR) ouO+n (IR) (respectivementO�n (IR)) l’en-
sembles des matrices orthogonales de déterminant 1 (res-
pectivement �1).

Théorème II.14 Si B et B0 sont deux b.o.n de E alors la matrice
de passage PB;B0 est orthogonale.
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Théorème II.15 SoitB une b.o.n deE; f 2 L(E) etM =MatB(f);
on a l’équivalence :

f 2 O(E)()M 2 On(IR):

Preuve: A faire...

Théorème II.16 On(IR) est un sous groupe deGLn(IR); etO+n (IR)
est un sous groupe de On(IR):

� On(IR) est appelé le groupe orthogonal d’ordre n etO+n (IR)
le groupe spécial orthogonal.

Remarque II.2 O�n (IR) n’a pas une structure de groupe. Pour-
quoi ?
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On déduit du théorème spectral que

Théorème II.17 Toute M 2 Mn(IR); symétrique est diagonali-
sable et il existe P 2 On(IR) et une matrice diagonale D telles que

M = tPDP = P�1DP:

Théorème II.18 Pour tout A 2Mn(IR); la matrice tAA 2 S+n (IR)
(et si A 2 GLn(IR) alors tAA 2 S++n (IR)). Etq

jktAAkj2 = kjAjk2 =
��

tA

��

2
:

Preuve: Déjà établi pour les endomorphismes.
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Formes quadratiques dans un espace euclidien

Théorème II.19 Soit E un espace euclidien. Si q est une forme
quadratique sur E; alors il existe une base orthonormée pour le pro-
duit scalaire et orthogonale pour q:

En effet: Si M est une matrice symétrique représentant
q dans une base de E; alors il existe P orthogonale telle que
tPMP soit diagonale, mais la matrice tPMP représente q dans
la base formées par les vecteurs colonnes de P:

Décomposition polaire

Théorème II.20 Pour toute matrice M 2 GLn(IR); il existe un
couple unique (Q;R) 2 On(IR)� S++n (IR) tel queM = QR:
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Preuve: Existence. Si M 2 GLn(IR); tMM 2 S++n (IR) donc
tMM = tPDP avec P 2 On(IR) et D = diag (�1; :::; �n) ;
�i > 0: On pose R = tP�P où � = diag

�p
�1; :::;

p
�n
�
; alors

tMM = R2 et R 2 S++n (IR): On pose Q =MR�1; alors

tQQ = tR�1tMMR�1 = tR�1tRRR�1 = In:

Unicité. Si M = QR avec (Q;R) 2 On(IR)� S++n (IR); alors
tMM = R2: Il faut donc montrer que si R2 = S2 avec R;S 2
S++n (IR) alors R = S: En effet, montrons d’abord que dans ce
cas R et S commutent. On note �1; :::; �n les valeurs propres
(toutes strictement positives) de R et ' 2 IRn [X] tel que

8i 2 [[1; n]] : '(�2i ) = �i
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donc si R = Pdiag (�1; :::; �n)P�1; alors

R2 = Pdiag
�
�21; :::; �

2
n

�
P�1

et '
�
R2
�
= Pdiag (�1; :::; �n)P

�1 = R. Donc R est un poly-
nôme en R2, de même S est un polynôme en S2 et comme
S2 = R2 alors R et S commutent. D’autre part

0 = R2 � S2 = (R� S) (R+ S)

etR+S inversible, car si (R+ S)X = 0; X 2Mn;1 (IR) ; alors

0 = tX (R+ S)X = tXRX + tXSX

donc
0 � tXRX = �tXSX � 0

et parconséquent X = 0: On conclut donc que R� S = 0:
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II.4 Problème aux moindres carrés

On considère une matrice A 2 Mn;p(IR) et b 2 Mn;1(IR);
le problème aux moindres carrés lié au système linéaire

X 2Mp;1(IR) : AX = b (II.1)

est par définition le problème de minimisation :

min
X2Mp;1(IR)

kAX � bk2 (II.2)

kAX � bk étant la norme euclidienne de IRn: Le problème (II.2)
consiste donc à déterminer le (ou les) vecteur (s)X� 2Mp;1(IR)
tel que

8X 2Mp;1(IR) : kAX� � bk2 � kAX � bk2 (II.3)
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Théorème II.21 Le problème de minimisation (II.2) est équivalent
au système linéaire

X 2Mp;1(IR) : tAAX = tAb (II.4)

En particulier si rang(A) = p, le problème (II.2) admet une solution
unique appelée la meilleure solution approchée au sens quadratique
du système d’équations linéaires (II.1).

Preuve: Il s’agit de montrer que toute solution X� du sy-
sytème (II.4) vérifie (II.3) et réciproquement. Soit donc X� 2
Mp;1(IR) solution de (II.4), alors tAAX = tAb et pour tout
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Y 2Mp;1(IR)

(AX� � b j AY ) = t(AY ) (AX� � b)
= tY

�
tAAX� � tAb

�
= 0

donc (AX� � b) 2 (ImA)? etAX� = pImA(b): Par conséquent
kAX� � bk = min

X2Mp;1(IR)
kAX � bk :

Réciproquement, si kAX� � bk = min
X2Mp;1(IR)

kAX � bk ; alors

d’après la caractérisation de la projection orthogonale théo-
rème I.10,AX� = pImA(b) et (AX� � b) 2 (ImA)? ; c.à.d pour
tout Y 2Mp;1(IR)

(AX� � b j AY ) = 0
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donc pour tout Y 2Mp;1(IR)�
tA (AX� � b) j Y

�
= 0

ce qui signifie que tA (AX� � b) 2Mp;1(IR)? = f0g :
En particulier si rang(A) = p alors tAA 2 GLp(IR) est par

conséquent le système (II.4) admet une et une seule solution.

II.5 Exemples de factorisation de matrices

Factorisation QR

Théorème II.22 Pour toute matrice M 2 GLn(IR); il existe un
unique couple (Q;R) 2 On(IR)�T ++n (IR) (Q orthogonale etR tri-
angulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont strictement
positifs) tel queM = QR:
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Preuve: Existence. Soit M 2 GLn(IR); C = (c1; :::; cn) ces
vecteurs colonnes forment une base deMn;1 (IR). L’algorithme
de Gram Schmidt, permet d’othonormaliser la base C et d’ob-
tenir une b.o.n B = ("1; :::; "n), la matrice de passage T = PC;B
étant triangulaire supérieure, pour laquelle on peut supposer
que les éléments diagonaux sont strictement positifs (voir re-
marque I.2), c.à.d T 2 T ++n (IR): Et par définition d’une ma-
trice de passage, si P désigne la matrice dont les vecteurs co-
lonnes sont ("1; :::; "n) ; on a

P =MT

de sorte que M = PT�1; on pose alors Q = P 2 On(IR) et
R = T�1 2 T ++n (IR):
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Unicité. Si M = QR alors tMM = tRR; l’unicié de R
résulte alors de l’unicité de la factorisation de Cholesky ci-
après.

Factorisation de Cholesky

Théorème II.23 Si M est une matrice symétrique définie positive
dansMn (IR), il existe une unique matrice L triangulaire inférieure
à coefficients diagonaux positives telle que M = LtL:

Preuve: Existence. SiM est une matrice symétrique définie
positive dans Mn (IR), il existe aumoins une matrice inver-
sible P telle que

M = tPP
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puis d’après la factorisation QR; P = QT et

tPP = tT tQQT = tTT

on pose alors L = tT:
Unicité. Si LtL = RtR alors

tL
�
tR
��1

= RL�1;

égalité de matrices triangulaire supérieure avec triangulaire
inférieure, donc RL�1 est diagonale. D’autre part, si on pose
R = (ri;j) et L = (`i;j) ; alors les coefficients diagonaux des
deux matrices tL (tR)�1 et RL�1 sont respectivement `j;j=rj;j
et rj;j=`j;j qui sont égaux. Et comme les coefficients `j;j et rj;j
sont positifs, alors `j;j = rj;j et RL�1 = In c.à.d R = L:
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Exemples

On considère la matrice

M =

0@ 1 �1 1
�1 1 1
0 1 1

1A :
Avec l’exemple I.1, on aM = QR ; en posant

Q =

0BBB@
1p
2

0
1p
2

� 1p
2

0
1p
2

0 1 0

1CCCA ; R = T�1 =
0@ p

2 �
p
2 0

0 1 1

0 0
p
2

1A
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