Rappels d’Algebre linéaire

B. Seddoug. Médiane Sup, Oujda

K désigne Rou C, et Eun K — ev.

I Généralités

Dans ce paragraphe I désigne un ensemble quelconque non vide, et (e;),_, une famille de vecteurs de E,
indexée par I. P, (I) désigne I'ensemble des parties finies de I.

I.1 Famille libres-Familles liées

Définition L.1 e Un vecteur x de E est dit combinaison linéaire de la famille (¢;);c, s'il existe | € P, (I), tel
que:
Iaj)je]; x= z ae,
1€]

On écrit, x € Vect{e, /i € I}

e (e,),, est une famille libre si, toutes ses sous familles finies sont libre.
. card(]) .
ie:V] € P.(I),V(«)),, €K : (Zje]“jej =0=Vj€ ] a = 0)

Dans le cas contraire, on dit que (e, ),_; est une famille liée

iel

(1) Dans K[X], toute famille de polyndmes non nuls, et de degrés échelonnés est libre ; en particulier { X" /1 €
N} est libre.
On rappelle qu'une famille (P,),_, de polynomes est dite de degrés échelonnés, si pour touti # jon a

deg(P,) # deg(P].)
(2) Si f est une fonction numérique, continue non constante sur un intervalle non vide, et non réduit a un
singleton ; alors la famille (f ) wen; €st libre.

Proposition I.1 (Cas ot I = N) (e, ), est une famille libre, si pour tout n € N, (¢, ..., e,) est libre.

Remarque 1.1 Toutes les propriétés des familles libres ou liées finies, restent les mémes pour les familles libres
ou liées dans le cas général.

I.2 Famille génératrice- Base d'un K — ev

Définition 1.2 e On dit que (e;);cs est une famille génératrice de E, si tout vecteur de E, en est une combi-
naison linéaire. Dans ce cas E = Vect{e; / i€ I}
e Une base de E, est une famille qui est a la fois génératrice et libre dans E.
On convient que vect()) = {0}

(1) {X" / n € N} est une base de K[X]
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(2) Pour tout n € N,{1,X,..., X"} est une base du K — ¢v; K,[X] des polynémes de degrés inférieurs ou
égalan

(3) Pour touta € K; {(X —a)" / n € N} est une base de K[X]. Ceci résulte de la formule de Taylor en a,
d’un polyndéme P non nul de degré n :

rx)= 3 E0x 0
k=0
. i X —x,
(4) x,,...,x, des scalaires deux a deux distincts. Posons pour tout k € [|0,7|], L, (X) = [Tizk » xl .
kot

{L,,...,L,} estune base de K, [X], appelée base de Lagrange.

Caractérisation : Soit A une parie non vide de E, alors vect(A) est le plus petit s.e.v de E engendré par A

Proposition 1.2 Soit A et B deux paries de E.

vect(vect(A)) = vect(A)

Si F estuns.e.vdeE, alors (A C F <= vect(A) C F)

A C B = vect(A) C vect(B)

vect(A U B) = vect(A) + vect(B)

Si B est une famille libre de E, et x € E tel que B U {x} est liée alors x € vect(B).

En conséquence si B est libre, et que pour tout x € E, BU {x} est liée, alors B est génératrice de E.

I.3 Somme finie de sous espaces vectoriels de E

Définition 1.3 e Soient E,--- ,E, une famille finie de sous espaces vectoriels de E. La somme des s.e.v
E,---,E, estlesevdeE,noté 3! | E;

n
VxeE, x¢€ ZEI. — J(x, - ,x,)
i=1 i

Mm
=
™
=
Il
IM:=

=

e Ondit quelasommedeE ,---,E, estdirecte, si:

n n n
Vx€E, x¢ ZEi<:>EI!(x1,---,xn)e |_|El.; X = in
=1 i=1 =1

n
Dans ce cas la, on note leur somme par @ E,
i=1

e OnditqueE,,---,E, sont des s.e.v supplémentaires de E, si E = é E .
i=1

Caractérisation: E,,---,E, sont en somme directe, si et seulement si Z:'Z:1 E. est isomorphe a |'|f’:1 E .
Proposition 1.3 E ,--- , E, sont en somme directe, si et seulement si,
n n
v(‘xll e /xn) € I_l Ei’

i=1 i=1

xi:0:>x1:-~~:xn:0>

Proposition1.4 SiE ,--- ,E, sont supplémentaires dans E, et B, - - - , B, sont des basesde E,, - - - , E, respec-

n
tivement; alors |J B, est une base de E.
i=1

Proposition 1.5 Soitn > 2. E,--- ,E, une famille de s.e.v de E. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) E= &F
i=1
2) { E=%"1E
Vie[|l,n]], E,NYyE;={0}

(3) E= Z?:l Ei .
vie([2,n]], EnNyi;E;j={0}
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I.4 Codimension d’un sous espace vectoriel

Définition 1.4 Soit F un s.e.v de E. On dit que F est de codimension finie dans E, si F possede un supplémen-
taire G de dimension finie dans E ; eton a :

codim(F) = dim(G)
Exemple L1 Soit E = K[X], et P € E, un polynéme non nul de degré n € N'.
F={Q€E / Pdivise Q}
F est un sous espace vectoriel de supplémentaire K, [X] dans E, donc sa codimension est 7.

Caractérisation des hyperplans : H est un hyperplan de E, si et seulement si, H est de codimension 1.

Remarque 1.2 Lorsque E est un K — ev de dimension finie, alors la codimension d’un sous espace vectoriel F
est dim(E) — dim(F).

Proposition 1.6 Soit F et G deux s.e.v de E, tels que F C G, et F de codimension finie dans E; alors G est de
codimension finie dans E, eton a :

codim(G) < codim(F) et (F= G <= codim(F) = codim(G)

II Matrices et applications linéaires

II.1 Matrice d’"une application linéaire.

Définition IL.1 Soient E et F deux IK-espace vectoriel tels que dim E = p et dim F = n. Soient B = (¢})1<i<p
une base de E et B’ = (¢})1<j<, une base de F et u : E — F une application linéaire. On appelle la matrice de u
relativement aux bases B et B/, la matrice

Mp g (u) = (a;;) € Mpy,p(K)

dont la j-eme colonne est formée par les coordonnées de u(e;) dans la base B, c.a.d :

viel,pl:ule) =

/
ai,]-ei .

M=

Dans le cas ou B = B’ on note tout simplement M p(u), c’est alors une matrice carrée.

p n
Remarque IL1 (1) Aveccesnotations, six = % xje; € E, ety = u(x) = > yiel € F, alors
= =
Y = MX
u
X1 1
X=1 .. et Y =
Xp Yn

représentent les matrices colonnes formées par les coordonnées de x dans B et y dans B'.
(2) Lapplication u — Mg p/(u) définit un isomorphisme d’espaces vectoriels entre L(E, F) et M, ,(IK).
(3) En plus si G est un autre K — ev et B” une base de G, alors
MB,B’ (Z) o M) = .MB/,BN (v)'MB,B’ (Ll)
pour tout u € L (E,F) etv € L (F,G). En particulier 'application
ue L(E)— Mpg(u) e M, (K)
est un isomorphisme d’algebre.

4) Ce qui permet de déduire que, Mz (1) est inversible si et seulement si u est un isomorphisme et dans
quip q BB p
ce cas

Mpp ()™t = Mg gu™).
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Matrice en tant qu’application linéaire

Soit M € M, ,(K), I'application
K — K" X+—MX

est linéaire. On définit alors comme pour les applications linéaires ker M et Im M :

(1) X e kerM <= X € K’ et MX = 0.
(2) YeIm(M) < Y € K" et 3X € K’ tel que Y = MX. En particulier rang(M) = dim Im(M).

I1.2 Matrice d’une famille de vecteurs dans une base

Définition I1.2 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, B = (eq, ..., e,) une base de Eet C = (Vl, ven Vp)

une famille de p vecteurs de E, la matrice de la famille C dans la base B est la matrice notée Mg (C) = (a;, j) €
M,y (K)telle que

Viellp]l:V,= ilai'jei .
i=
dont les colonnes sont formées par les coordonnées des éléments de C dans B.
Exemple IL.1 Mp(B) = I, et en général : Mp (Aeq, ..., Aney) = diag(Aq, ..., An).
Proposition II.1 Avec les notations de la définition précédente on a :
rang (Mp(C)) = rang(C).

En particulier C est une base de E si et seulement si M p(C) est inversible.

II.3 Matrice de passage entre deux bases

Définition I1.3 Soit E un IK-espace vectoriel et B1, B, deux bases de E de dimension #n. La matrice de passage
de B; vers B; est la la matrice carrée d’ordre n notée Ppg, 5, définie par :

P8, = Mp, (B2).
Remarque II.2 On a aussi Pg, 5, = Mp, s, (idg). Ce qui permet de déduire

Les formules de changement de bases

Si X; € M, 1 (K) désigne la matrice colonne formée par les coordonnés de x dans Bj et X, € M, 1 (K)
celle formée par ses coordonnées dans B; alors on a la formule de changement de base

X, = PX; .

et si F est un autre K-espace vectoriel, Bi, Bé deux bases de F, alors pour tout u € L (E, F), si on pose M, =
MBZ/BE (u), My = MBLB{ (u)etP = 7331’33, Q= PBl/BZ on a la formule

My =P~ M;Q,
on dit alors que M; et M, sont équivalentes.

Exercice I1.1 Montrer que deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont méme rang.

En particulier si E = F, By = B}, By = By et M, = Mg, (1), My = Mp, (u) alors
M, =P~ 'M;P,

on dit alors que M; et M, sont semblables.
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II.4 Rang d’une application linéaire

Définition I1.4 Soit u € L(E;F). Si Im u est de dimension finie, on pose rang u = dim(Imu).

Remarque I1.3 rang u est défini si dim E ou dim F finie et dans ce cas

rang # < min(dimE, dim F).

Théoréme II.1 (de factorisation) Soit u € L(E, F). tout supplémentaire de ker u est isomorphe Im u. En parti-
culier si dim E est finie, on a :
dim E = dim ker u + dim Im(u) (formule du rang)

Preuve: Si H vérifie :
E=keru® H,
on considere I'application
he H— u(h) € Imu

on vérifie que c’est un isomorphisme de K — ev.

Propriétés en dimension finie :

(1) Le rang d'une application linéaire est égale au rang de sa matrice dans toutes bases.
(2) u estinjective si et seulement si rang(u) = dim E.
(3) u est surjective rang(u) = dim F.
(4) u estbijective rang(u) = dimE = dim F.
(5) SidimE = dim F, alors
u bijective <= u injective <= u injective

Proposition I1.2 Le rang est invariant par composition a gauche ou a droite par un isomorphisme. Autrement
dit si u est linéaire et v isomorphisme alors : rg(v o u) = rg(u) et rg(u o v) = rg(u).

Preuve: Utiliser les matrices.

II.5 Déterminant
Déterminant d’une matrice carrée d’ordre n

Définition IL5 Le déterminant d’une matrice carrée d’ordre n, A = (a; ;)1<i j<n € My (IK), noté det(A) est
par définition le scalaire :

" My -0 Mn

detA = % (o) |_| a; o (i) NOtE aussi
o€ i=1
an1 - Ann

Développement selon ligne ou colonne

Proposition IL3 Soit A = (a; ;)1<;, j<y alors
n . .
det(A) = 5 (=1)"/det(4;;) V1<j<n
=)

eme

ou A; j est la matrice obtenue en enlevant la i ligne et /" colonne. De méme

n
det(A Z l+] det( l]) V1<i<n.
j=1
e det(A; ;) s’appelle cofacteur d’indice (i, j), la matrice formée par ses cofacteurs s’appelle comatrice de A

et se note Com(A). On montre que
Alcom(A) = det(A)I,

Remarque I1.4 det(I,) = 1 et en général le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit de ses coef-
ficients diagonaux.
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Propriétés
(1) det(AB) = det(A) det(B).
(2) Une matrice A € M,, (K) est inversible si et seulement si det(A) # 0 et dans ce cas :

_ 1
~ det(A)

det(A™1)

et
1
A_l - T COm(A)

(3) Si P est inversible alors det(PAP~1) = det(A).

Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base

Définition I1.6 Soit B une base de E tel que dim E = n. On appelle déterminant dans la base B, d"une famille
F = (uq, ..., uy) de n vecteurs de E, le scalaire

detlg(]‘-) = det (./\/lg (.7:))

Proposition I1.4 Soit BB une base de E, et B’ famille d’éléments de E tel que CardB’ = dim E, on a les résultats
suivants :

o 3’ est liée si et seulement si dets(B’) = 0.

e 3’ est libre si et seulement si detg(B’) # 0.

e 3’ est une base de E si et seulement si detg(B’) # 0, et dans ce cason a:

1
detB/(B) = W

e Si B et B sont deux bases de E, alors detg(B’) = det(P) ot P est la matrice de passage de B vers B'.

Déterminant d'un endomorphisme.

Définition I1.7 Soit u € £ (E) . det (Mp(u)) ne dépend pas du choix de la base B de E, on pose alors
det(u) = det (Mp(u))
et on I'appelle le déterminant de u.

Proposition IL.5 Soit u,v : E — E deux endomorphismes de E tel que dimE = n, B une base de E et
B' = (x1,...,x,) famille d’éléments de E, on a les résultats suivants :

det(idE) =1.

detg(u(B')) = det(u) detp(B').

det(u ov) = det(u) det(v).

u est un automorphisme de E si et seulement si det(u) # 0, avec det(u~!) =

det(u)’

IIT Matrices par blocs

II1.1 Définitions

e On appelle matrice par blocs, toute matrice de M, ,(K), de la forme
Ag | oo | Ay
A= : . :
Aga | - | Akg

ot A;j sont des matrices de My, ,, telles que 3 n; = nety p;j=p
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e La matrice A est diagonale par blocs, si elle est de la forme :

An | (0) | --- | (0)

N\ K . .
; ] (o)
0) | - ] (0) | Axx

e On dit qu’elle est triangulaire supérieure (resp. inférieure) par blocs, si elle est de la forme :

App | o e [ A A [ (0) | --- ] (0)

A= (0) (resp A = : )-
. . .. : : (0)
0) |-+ [ (0) | Ak Aga | o | | Ak

III.2 Calcul par blocs

Sommation par blocs: Soient A et B deux matrices par blocs :

Aq | - | Ay Bi,i | -+ | By
A= : : et B= : . :
Aga | o | Ak Biq | -+ | Bie

’ st ’

ot A, et B, sont des matrices de Mnl_,p]_ tellesque y n, =netyp, =p

On définit la sommation par blocs de A et B par :

A11+Bi1 | -0 | Ae+ By
A+B= : :

A1+ Bra | - | Ake+ Big

Multiplication par un scalaire: Pour A € K;

AA1q | - | AAqy
AA — . .

AAgq | o | Ay

Produit par blocs: Soient A € M, (K)et B € M, (K), telles que :

Ap | o0 | Ay Bi,i | - | Bim
A= : : et B= : . :
A1 | - | Ak Bey | -+ | Bom

ou; pour tout (i, j) € |1, k[] x [|L1]], A, € Mni,pj etyni=mn, ypj=p
Pour tout (i, j) € [|1,1]] x [|1,m]], B, € Mmrqj etypi=p, 349;=49
Le produit par blocs des matrices A et B est donné par :

Cia | | Cim

4
A.B = ou Ci,j = z Ai,sBs,j
=1
Cra | | Com ’
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Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs : Etant donnée une matrice A triangulaire par blocs, telle
que

A1 | (0) | --- ] (0)

: . - | (0)
At | |- | Arx

Alors,
k
det(A) =[] det(A,)
n

En conséquence, A est inversible, si et seulement si, toutes les matrices A, (i = 1..k) sont inversibles.

IV Sous espaces vectoriels stables

IV.1 Définition ; exemples

Définition IV.1 Soit f un endomorphisme de E, et F un sous espace vectoriel de E. On dit que F est stable par
frsi;
f(F)C F

Remarque IV.1 Si F est un sous espace vectoriel stable par f, et g I'application linéaire induite par f sur F,

alors g prend ses valeursdans F, et ¢: F —— F estunendomorphisme de F.
x o f(x)
(1) {0} et E sont stables par tous les endomorphismes de E
(2) Tous les sous espaces vectoriels de E sont stables par Id,

(3) Si f est une homothétie (i.e : f = Ald,), alors tous les sous espaces vectoriels de E sont stables par f

Proposition IV.1 Soit f € L(E), et F un s.e.v de E, engendré par une famille {¢; / i € I}, alors F est stable par
f, si et seulement si pour touti € I, f(e;) € F

Exemple IV.1 Si f est un endomorphisme nilpotent d’indice de nilpotence p € N*, ete € E tel que f a (e) #0,
alors F = Vect(e, f(e), -+, fP1(e)) est stable par f.

IV.2 Propriétés remarquables des s.e.v stables
Proposition IV.2 Pour f,g € L(E) tels que f o g = go f, alors le noyau et I'image de chacun est stable par

I'autre

Corollaire IV.1 f € L(E). Pour tout A € K, Ker(f — Ald, ) et Im(f — Ald,) sont stables par f. En particulier, le
noyau et I'image de f sont stables par f

Proposition IV.3 Soient (E,);<;<, une famille de sous espaces vectoriels stables par un endomorphisme f de

i

E,alors 3! | E, est stable par f.

Proposition IV.4 Soit f € L(E).
(1) Si F est un sous espace vectoriel stable par f, alors la matrice de f dans toute base adaptée a F est

triangulaire par blocs, de la forme;

( (13) g ) oll A est la matrice de la restriction de f a F.
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(2) Soient (E,)1<i<p une famille de sous espaces vectoriels supplémentaires, et stables par f, alors la matrice

de f dansi une base adaptée a 136?3;7]5"’ est diagonale par blocs. le i-eme bloc de la diagonale correspond a
la matrice de la restriction de f aus.e.v E;
(1) Soit p un projecteur sur E, la matrice de p dans une base adaptée a la somme directe Imp & Kerp, est :
- (1)
(0) | (0)

ol r désigne le rang de p, et I, est la matrice identité d’ordre r

(2) u une involution sur E, alors la matrice de 1, dans une base adaptée a la somme directe, E = Ker(Id, —

u) @ Im(Id, —u) est
(b0
0) | =In—

ot r désigne le rang de Id, — u



	Généralités
	Famille libres-Familles liées
	Famille génératrice- Base d'un K-ev
	Somme finie de sous espaces vectoriels de E
	Codimension d'un sous espace vectoriel

	Matrices et applications linéaires
	Matrice d'une application linéaire.
	Matrice d'une famille de vecteurs dans une base
	Matrice de passage entre deux bases
	Rang d'une application linéaire
	Déterminant

	Matrices par blocs
	Définitions
	Calcul par blocs

	Sous espaces vectoriels stables
	Définition; exemples
	Propriétés remarquables des s.e.v stables


