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Exercice 1 On pose E = {(x,)n € CN | ¥ |x,| converge}. Verifier qu'il s’agit
+oo

d’un espace vectoriel et que les applications Nj(x) = ¥ |x,| et N, définis-
0

n—=
sent des normes sur E et les comparer.

Exercice 2 Verifier que I'ensemble E = {(xn)n eCN| s |%a | converge} est

un espace vectoriel et que I'application de E dans R qui a tout x = (x,), € E
+o00
associe S |x,|* est une norme sur E. Montrer que si x = (xX;)n, ¥ = (yn)n € E

n—=
alors la série ¥ |x, Y| est convergente et

+oo +00 2+OO 0y
z [Xnyn| < z || z |Yn]
n=0 n=0 n=0

Exercice 3 Soient E un e.v.n et F un sous espace vectoriel de E.

1. Montrer que F est un sous espace vectoriel de E.

2. Montrer qu’un hyperplan de E est soit dense soit fermé.

Exercice 4 Soient E un e.v.n et H un hyperplan de E, H = ker(u) pour un
certain u € E*.

1. Montrer que si u est continue alors H est fermé.

2. On suppose réciproquement que H est fermé, et soita € E~\ H

(a) Montrer qu’il existe un réel e > 0 tel que: Bf(0,¢) N (a + H) = @
(b) Montrer que u est bornée sur B¢ (0, ¢).

(c) En déduire que u est continue.

Exercice 5 Soient A un compact non vide dunevn Eet f : A — A une
application vérifiant:

Vay e Ax £y d(F(x),f(y) <d(xy).

Montrer que f admet un et un seul point fixe.

Exercice 6 Les fonctions suivantes ont elles une limite en (0, 0)?

a) f(x,y=(x+y)si 1 b) f(x )—Li‘y2
flry = y)ysm x2+y2 ' flxy _x2+]/2'
|x + y] X+ -1
c) oYL d) f(x,y= — sin (x).

Exercice 7 Soit f la fonction définie sur R? privé de la droite d’équation
(y = x) par:
sinx —siny

Vivy) eREx#y: flx,y) = prpmp

Est-il possible de prolonger f par continuité sur IR? tout entier?
Exercice 8 Soit f définie de la maniére suivante:

f(x,y):%x2+y2—1, six?+y?>1
1,

flx,y) = _Ex ’

six? +y? < 1.
Etudier la continuité de f sur R%.
Exercice 9 Soit f : R> — IR définie par

flx,y) = Xyl si (x,y) #(0,0), £(0,0)=0.

Montrer que f est continue sur R2.

Exercice 10 Trouver les valeurs de &« € IR, pour lesquelles la fonction
suivante est continue sur R? :
[y
x,y) = ,six 0
f ( Y ) X2 + yz Y #

f(x,0) = f(0,y) = 0.




