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Exercice 1 C([0,1],R) est muni des normes N et Nj. étudier la convergence
de la suite (e,) et la série Zen avece, : [0,1] = R x — x™.

Exercice 2 R[X] est muni des normes suivantes:

Ni(Si_omX*) = Si_o o, Na(Si_oaX*) = sup |al,
0<k<sn

et N3(P) = sup |P(t)],
tel0,1]

étudier pour chacune de ces normes la convergence des suites (X"), et

—X"].
2 k1

Exercice 3 Dans E = C(0,1,R) , A={f€Ef(0)=0} et
B={f €E;f >0}, sont-ils ouverts ou fermés pour les normes N, Nj
et Nz.

Exercice 4 Dans ¢*(IR), on considere les ensembles : Sy = { suites station-
naires en 0 }, Co(IR) = { suites convergentes vers 0 }, S = { suites station-
naires } et C = { suites convergentes }. Montrer que Sy est dense dans Cy(IR)
et S est dense dans C.

Exercice 5 Montrer que les sous groupes de (IR, +) sont soit denses dans R
soit de la forme a.Z avec & € IR. Soit « € R\7Q . Montrer que { cos(n«) ;
a € IN } est dense dans [0, 1].

Exercice 6 Soientn € N*etp € IN,p < n.

1. Montrer que {M € M,,(C); rg(M) < p} est un fermé de M, (C).
2. Montrer que GL,(C) est un ouvert de M, (C).

Exercice 7 (E,N) est un K-ev de dimension finien > letp € N, p < n.
Montrer que 'ensemble des familles libres de E & p éléments est un ouvert.

Exercice 8 C[X] est muni de la norme dédinie par

— sup |ay].
0<k<n

i leXk
k=0

1
1. Etudier la convergence de la série ¥ 27Xn‘

1
2. On note P, le polynome somme partielle d’ordre n de la série 3 Z—nX”.

3. En considérant la suite (P,) Montrer que la boule unité n’est pas com-
pacte.

Exercice9 E = C([0,1],R) , T : E — E définie par T(f)(x) = [y f(t)dt et
@ : E — R définie par

o) = [ 10 [ 50

Etudier la continuité de T pour les normes Nj et Ny. et la continuité de ¢ pour
la norme No.

Exercice 10 étudier la continuité des applications définies de ¢*°(IR) dans lui
méme par: a- (Un)neN F— (Unt1)neN- b- (Un)neN = (421)neN

d- (un)neN = (Uns1 — Un)neN- e- (Un)neN = (n-Un)neN O (a) € (R+*)N-

Exercice 11 Soit (u,),cN une suite dense de [0, 1] avec u; # u;sii # j.

1. Justifier I'existence d"une telle suite.

o (1)
2. Montrer qu’en posant ,pour f € C([0,1],R), o(f) = ZO( 2n) f(un)
n=
on définit une forme linéaire continue sur C([0, 1], R) muni de la norme
oo -

Exercice 12 A est un fermé et B un compact d'unevn E .

1. Montrer: ANB # @ < d(A,B) = 0.

2. E est un evn de dimension finie et F un sev de E de dimension finie.
Montrer que pour tout x de E il existe y de F unique tel que d(x,F) =

d(x,y).

Exercice 13 Montrer que R\ {0} n’est pas connexe par arcs et que IR?\ {0} est
connexe par arcs. Puis en déduire qu’il n’existe pas d’homéomorphisme de IR
sur IR?.



