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Dans toute la suite désigne un IK-ev avec IK = IR ou IK = C.

Exercice 1 E = C([0, 1], IR) et F =
n

f 2 E j
R 1

0 f (t)dt = 0
o

. Déterminer un
supplémentaire de F dans E.

Exercice 2 On suppose E de dimension finie , f 2 L(E) et

F = fg 2 L(E) j f og = go f = 0g .

Montrer que F est un sev de L(E) et calculer sa dimension en fonction de
rang( f ).

Exercice 3 Soient E et F deux IK-espaces vectoriels de dimension finie, et G un
sous espace de E. On pose A = fu 2 L(E, F) j G � ker ug . Montrer queA est
un sous espace de L(E, F). Déterminer sa dimension.

Exercice 4 Soient A, B 2 Mn(IK) et M =

�
A B
B B

�
2 M2n(IK).

1. Calculer le rang de M en fonction de celui de A et B.

2. Inverser M lorsque c’est possible.

Exercice 5 Soient A 2 Mn(IK) et a, b, c, d 2 IK. Calculer le déterminant de la
matrice

M =

�
aA bA
cA dA

�
et calculer son inverse lorsque c’est possible.

Exercice 6 Soient A, B, C, D 2 Mn(IK) et M =

�
A B
C D

�
2 M2n(IK), on

suppose CD = DC.

1. Montrer que si D est inversible alors det(M) = det(AD� BC).

2. Montrer qu’en général det(M) = det(AD� BC) (on pourra utiliser la fonc-
tion α 7�! det(D�α In))

Exercice 7 a0, ..., an des éléments distincts de IK .

1. Si A est la matrice diagonale A = diag(a0, ..., an), montrer que l’ensemble
des matrices de Mn+1(IK) qui commutent avec A est égal à IK[A]. En
déduire le théorème d’interpolation de Lagrange.

2. Montrer que l’application

ϕ : IKn[X] �! IKn+1

P 7�! (P(a0), ..., P(an))

est un isomorphisme. En déduire le théorème d’interpolation de Lag-
range.

Exercice 8 a0, ..., an sont des éléments distincts de IK et Q 2 IK[X]

1. Pour k 2 [[0, n]], on note ϕk la forme linéaire sur IKn[X] définie par
ϕ(P) = P(ak). Montrer que (ϕ0, ...,ϕn) est une base de IKn[X]� et don-
ner sa base antéduale.

2. Montrer de deux façons qu’il éxiste b0, ..., bn 2 IK, uniques, tels que :

8P 2 IKn[X]
Z 1

0
Q(x)P(x)dx =

n

∑
k=0

bkP(ak).

Exercice 9 Pour k 2 [[0, n]], notons ϕk la forme linéaire sur IKn[X] définie par
ϕ(P) = P(k)(0). Montrer que (ϕ0, ...,ϕn) est une base de IKn[X]� et donner sa
base antéduale.

Exercice 10 Soient ϕ1,ϕ2,ϕ3 les formes linéaires définies sur IR3 par:

ϕ1(x) = 2x1 + 4x2 + x3, ϕ2(x) = 4x1 + 2x2 + 3x3, ϕ3(x) = x1 + x2.

Montrer que (ϕ1,ϕ2,ϕ3) est une base de (IR3)� et donner sa base antéduale.

Exercice 11 On suppose E de dimension finie ,β1 et β2 deux bases de E et P la
matrice de passage de β1 et β2. Quelle est la matrice de passage de β�1 à β�2 ?

Exercice 12 On note (E�)� par E��. On définit ϕ : E� �! E�� par ϕ(x) = x̃
avec x̃ définie par x̃( f ) = f (x).

1. Montrer que si E est de dimension finie alors ϕ est un isomorphisme.

2. Soit (ei)i2I une base de E; on définit la famille (e�i )i2I de E� par
e�i (e j) = δi, j. Montrer que (e�i )i2I est toujours libre et qu’elle est
génératrice si et seulement si E est de dimension finie.


