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Exercice 1 On considére les applications de IR[X] dans R définies pour tout
P € R[X] par:

q1(P) = P(0).P(1).P(2);2(P) = P(0).P(1),q3(P) = [P(0).P(1)|
Déterminer parmi ces applications lesquelles sont des formes quadratiques et

dans ce cas, préciser leur forme polaire.

Exercice 2 Soit E = C([—1,1];R). Pour chacune des applications ci-dessous
montrer qu'il s’agit d’une forme quadratique sur E, déterminer sa forme po-
laire et son noyau:

wife [ PO g [ PO f e [ g0

Exercice 3 Montrer que l'expression ®(P) = 2P(1).P’(1) définit sur Ry[X]
une forme quadratique; quelle est sa forme polaire ?
Donner la matrice de ® dans la base (1, X, X?). Donner le noyau de ®.

Exercice 4 On considére sur E = M>(IR), l'application @ définie par
@ (M) = det(M).

1. Montrer que @ est une forme quadratique et déterminer sa matrice dans
la base canonique.

2. Déterminer le noyau, le rang et la signature de ®.
3. F = {A € Ma(R) | Tr(A) = 0}. Montrer que F est un sev de E et

déterminer son orthogonal.

Exercice 5 Répondre aux mémes questions que l'exercice précédent pour
q(M) = Tr(M?). Puis montrer que les ensemble des matrices symétriques et
antisymétriques de M;(IR) sont supplémentaires orthogonaux pour 4.

Exercice 6 Réduire par la méthode de Gauss la forme quadratique définie sur
R par:

q(x,y,z) = x* + y* + 522 — 2yz — 2xz + 6xy
Donner la signature, le rang et une base g-orthogonale.

Exercice 7 Soit g : R3[X] — R définie par:
q(P) = P*(0) + P*(1) + P*(2) + P*(3).

1. Montrer que g est une forme quadratique sur R3[X] et donner sa forme
polaire .

2. Donner la signature de 4.

3. Donner une base de R3[X] dans laquelle g s’écrit sous sa forme de
Sylvester (penser aux polyndémes d’interpolation).

4. Déterminer une base de I'orthogonal pour g de ’ensemble
{X(X-1);X(X-1)(X—-2)}.

Exercice 8 Soientn € IN, n > 2, et les matrices A, De M,,(IR) définies par:

0 1 0 0

1 0 2 :
D = diag(1,3,...2n—-1) etA=| o o .. - 0

: . . 0 n—1

O --- 0 n-—1 0

On note B = D — A et g la forme quadratique sur M, 1 (IR) définie par :
7(X) = 'XBX.
1. Montrer que pour tout X € R"
g(X) =nxg+ 5 k(x—x00)%

2. En déduire le rang et la signature de 4.

3. Application: Soit (i1, ),en: € RN telle que S 12 converge,on note:
1

U, = - Zuketsnz u?
& 1<R<n

(a) Exprimer uy en fonction de Uy et Uj_1.
(b) Montrer que Vn > 1,

uz <2 wly et Vn>1,5, <2 % u?/Sy
1<ksn

1<k<n 1<k<n

indication: utiliser le produit scalaire usuel de R".

(c) En déduire que S U2 converge.



