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Il sera tenu compte, dans I’appréciation des copies, de la précision des
raisonnements ainsi que la clarté de la rédation.

La partie IV utilise le résultat de la partie III. Les autres parties sont indépend-
antes.

I- Extrema et formes quadratiques

On considere les deux fonctions f; et f, définies sur IR? par:
fi(x1,x2) = x] + x4+ Let fo(xy,x2) = x1 + 25+ 1

puis la fonction F définie sur IR? par:

F(x1,x2) = % ((fl(xhxz))z + (fz(xlfxz))z) .

1 . Justifier que F est de classe C? sur IR? et calculer ses dérivées partielles
premieres.

2 . Montrer que le systeme d’équations qui permet de déterminer les points
critiques de F peut se mettre sous la forme

2x3 + 201200+ 3x1 + 254+ 1=0
(x1 —x2) (2%} +2x120 + 203 —x1 —x, +3) =0

3 . On considére dans cette question la fonction f définie sur IR par:

1
f(x1, %) = Zx% +2x1x7 + Zx% —x1— X+ 6'

(a) Dire pourquoi f n’est pas une forme quadratique.

(b) On pose X7 = x1 — % et Xp = xp — %, puis g (X1, Xp) = f (x1,x2) .

(i) Montrer que g est alors une forme quadratique en (Xj, X») .
(if) Réduire la forme quadratique g par la méthode de Gauss.

(iii) Etablir, pour tout (xq,x) € RZ, l'inégalité:

2x%+2x1x2+2x%—x1—x2+3>0

1 sur?2

4 . Endéduire que l'unique point critique de F est (—1/2,—1/2).
5 . Déterminer en tout point (x1,x;) € R? la hessienne de F

d%F 9%F

=~ 5 (X1, X2 X1, X2

VZF (xl xZ) _ ax% ( ) 6x1x2 ( )
' LI
ax1x2 1,42 axz 1,42

2

et en déduire que F présente un minimum local en (—1/2, —1/2).

II- Equation aux dérivées partielles

Soit f € C? (IR3,]R) . On définit le laplacien A f, pour tout (x, y,z) € R?, par:

92 92 92
ANf(x,y,z) = (J;(x,y,zﬂ—ayj;(x,y,zﬂ—aZJZ[(x,y,z).

6 . Pour tout (x,y,z) € R, on pose r = \/x% + y2 + 22, et on suppose qu'il
existe une fonction u de classe C? sur R telle que

V(x,y,z) €ER: f(x,y,2)=u(r).
(a) Calculer pour r # 0, les dérivées partielles premiéres et secondes de r.

(b) Calculer pour r # 0, les dérivées partielles premieres de f en fonction
u' (r)etr.

(c) Montrer que pour r # 0,

Yy € R AF (x,u2) = (1) + 20/ ()

On consideére I'équation A f = —w?f, ot w > 0, oubien
" 2, 2
W () + 2 (1) = —aPu () )

qu’on se propose de résoudre dans la suite.
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7 . On définit la fonction v par v(r) = ru(r). Montrer que u est solution de
(1) si et seulement si v est solution de I'équation différentielle

v+ w?v=0 )

8 . Résoudre l'équation différentielle (2) et en déduire pour r # 0 les solu-
tions de (1).

III- Calcul de la somme d’une série convergente

T (2 1
9 . Vérifier, pour toutn € IN* : / — —t ) cos(nt)dt = —.
10 . Etablir, pour tout m € IN* et tout ¢ de |0, 7] :
1_ eimt sin i i(m+1)t ) m Ccos (m-+1)t sin 2t
—e' = —=2¢ 2 , puis Y cos(nt) = e
1—-¢ sin 5 e sin 5

11 . Soit u : [0, 7] — R une application de classe C!. Montrer, a I'aide d"une
7T

intégration par parties que Alim / u(t) sin (At) dt = 0.
—+00J0

tZ
£y
12 . Soit l'application f : [0, 7] — R définie par f(t) = 22”, - sit €]0, 7] et
sin 5

f(0) = —1. Montrer que f est de classe C! sur [0, 7]

13 . Montrer que pour tout m € IN* mz 1 + .nf(t) sin G+t gy
’ quep " En? 6 0 2 '
Puis que
too 1 2
> 2= 6

n=1

I'V- Etude d’une somme de série de fonctions

1
14 . Montrer que, pour tout x de [0, +00], la série Z ( - > converge.
n=1

n n—+x

2 sur?2

On note S sa somme, pour tout x de [0, +o0],

1= 5 (1) amenisio =3 (- L),

n=1

15 . Calculer 5(0) et S(1).

16 . Etudier la suite (S(n) — S (n)),, et conclure que la série S ne converge
pas uniformément sur [0, +oo|.

17 . Dans cette question, on veut démontrer que S est continue.

+00
(a) Montrer que pour tout A > 0, la série Z ( — ) converge uni-

n=1 \" n+x
formément sur [0, A].

(b) En déduire que S est continue sur [0, 4oo|.

18 . Dans cette question, on veut démontrer que S est dérivable.

+oo
(a) Montrer que la série 5 converge uniformément sur [0, +ool.
n=1 (n + X)
+00 1
(b) En déduire que S est dérivable sur [0, +-oo[ et que §' (x) = ) ——.
=1 (n+x)

19 . Montrer que S est deux fois dérivable sur [0, +oco[ et qu’elle est concave.

20 . Soit x €]0, 4o0[ fixé. On note ¢ la fonction définie sur [1, oo par:

1 1

p(t) =+ —

Vt € [1,400], ey

+o00

(a) Montrer que l'intégrale / @(t)dt converge et calculer sa valeur.
1

n+1

(b) Montrer: Vn € IN*, ¢@(n+1) < / p(t)dt < ¢(n), et en déduire:

n

+00 +oo
/ o(H)dt < S(x) < 1 +/ o(t)dt.
1 1
(c) Conclure que S(x) équivaut a In x en +oo.

21 . Dresser le tableau de variation de S, en précisant la limite de S en +oo0.
Puis tracer I’allure de la courbe représentative de S.



