CPGE Médiane Sup. MP

Devoir surveillé de Mathématiques -n2-

DS2. Mercredi 01 Décembre 2010

durée: 4 heures (©) CNC MP 2008 - Math 2 entre autres

Il sera tenu compte, dans I’appréciation des copies, de la précision des
raisonnements ainsi que la clarté de la rédation.

Sur les classes de similitude de matrices 2 x 2

Notations et rappels

Dans ce probleme K désigne le corps R ou C et M (K) l'algebre des matrices carrées
d’ordre 2 a coefficients dans K; la matrice identité se notera I. GL; (IK) désigne le
groupe des matrices inversibles de M (K).

Pour toute matrice A de M> (K), Spk (A) désigne 'ensemble des valeurs propres
de A appartenant a K.

SiK = C, on appelle matrice conjuguée de A et on note A, la matrice de M (C) dont
les coefficients sont les conjugués de ceux de A; la matrice transposée de la matrice A
se notera A™ :

A* = 1A,

On rappelle que deux matrices A et B de M (IK) sont dites semblables dans M (KK)
§'il existe une matrice P € GL; (K) telle que A = pBP L. 1 s’agit d’une relation
d’équivalence sur M (KK); la classe d’équivalence d"une matrice A € My (KK) notée
Sk (A), est donée par

Sk (A) = {PAP*l | P €GL, (11<)}

est dite la classe de similitude de A.

I. Résultats préliminaires
1. (a) Vérifier que pour tout A € M; (K), A € Sk (A).
(b) Montrer que si A et B sont semblables alors Sk (A) = Sk (B) .

(c) Donner la classe de similitude d'une matrice scalaire, c’est a dire une
matrice de la forme xI, avec x € K.
1 0
) et Fy = ( A1 ) .

(a) Justifier que, pour tout A € K, E; et Fy sont inversibles et exprimer leur
inverses.

1 A

2 . Pourtout A € K, on pose E; = ( 0 1

1 sur?2

. a b
(b) Soit A = ( e d

oul € K.

) € My (K); calculer les produits EAAE, " et FyAF; !

(c) Soit A € M; (K) , on suppose que Sk (A) = {A}. Montrer que A est
une matrice scalaire.

a b

3. Pour A = < e d ) € M; (K), on pose

1/2
1Al = (a2 + 161 + [ +1d?) "
(a) Montrer que A — || Al est une norme sur M, (K).

(b) Vérifier que, pour tout A € M; (K), ||Allg = \/tr (AA*) et quesi U €
M (K) est une matrice vérifiant UU* = I, alors

[Alls = lUAU™[|s = [jlU"AU|s -
Dans toute la suite, on munit M, (K) de cette norme.
4 . Soit A € M; (K), on suppose que Sk (A) est bornée.

(a) Justifier que les parties {EAAE}Tl | A€ ]K} et {F;\AF;1 | A e ]K} de
M, (K) sont bornées.

(b) En déduire que A est une matrice scalaire.

5 . Montrer que les applications A — tr(A) et A — det(A) sont continues
sur M, (K).

6 . Montrer que si A et B sont deux matrices semblables de M (IK), elles ont
le méme déterminant, la méme trace et le méme polynome caractéristique.

II. Classe de similitude fermée
7 . Soit A € M; (K).

(@) Si Spk (A) = {A, u} avec A # p, justifier que A est semblable dans
N . A0
M, (K) a la matrice < 0 u ) .
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(b) Si Spk (A) = {A}, montrer que A est diagonalisable dans M, (K) si et
seulementsi A = Al.

(c) SiSpk (A) = {A} et A # AL, , montrer que A est semblable dans M, (KK)
N . A
a la matrice 0 A

8 . SoitA € M;(K).

(a) Si A est une matrice scalaire, justifier que Sk (A) est fermée dans

M, (K).
(b) Si Spk (A) = {A} et A non diagonalisable, on pose
2750

A= D)) (0

Etudier la suite (A ) et en déduire que Sk (A) n’est pas fermée.

Al

0 A ) pour tout k € IN.

(c) SiSpk (A) = {A, u}avec A # p, soit (PkAPk_l)ke]N une suite d’éléments

de Sk (A) qui converge vers une matrice B € M, (K).

(i) En étudiant les suite ( k(A —al2) P, 1)k
montrer que det (B — Aly) = det (B — uIz) =0.
(i) En déduire que B € Sk (A) et conclure que Sk (A) est fermée.

pour a = Aeta = p,

9 . Montrer que si A € Mj (C) alors S¢ (A) est fermée si et seulement si A
est diagonalisable dans M, (C).

b

. a
10 . So1tA—<C d

) € M; (R) telle que Spr (A) = @. On pose

A = (tr (A))? —4det (A).

(a) Justifier que A < 0. Dans la suite, on pose 6 = /—A et

o3 i ()

(b) Montrer que (A’ )2 = —I,.Onnote f I'endomorphisme de IR? canonique-
ment associé a A’

2 sur?2

(c) Soite € R? . {(0,0)}. Montrer que (e, f (¢)) est une base de IR? et écrire
la matrice A; de f dans cette base.

(d) Exprimer A’ en fonction de A; et en déduire que A et A” sont semblables
dans M; (R).

(e) Soit (PkAPk‘l)ke]N

matrice C € M; (IR). Montrer que tr (C) = tr (A) et det (C) = det(A)
puis justifier que C € Sr (A).

une suite d’éléments de Sg (A) qui converge vers une

11 . Montrer que si A € M; (R) alors Sg (A) est fermée si et seulement si A
est diagonalisable dans M (IR) oubien SpR (A) = @.
Exercice

Soit E un R — ev de dimension n > 3 et soit u € L (E) dont le polynéme
minimal est 77, = (X —1)* (X —2).
12 . L'endomorphisme u est-il diagonalisable? justifier votre réponse.

13 . Donner une matrice de M3 (RR) triangulaire (non diagonale) dont le
polyndme minimal est égal a 77, .

14 . Montrer que E = ker (u — Idg)* & ker (u — 21Idg) .
On pose p = (u — Idg)? etq = uo (2Idg — u)
15 . Calculer 'endomorphisme p + g.

16 . Démontrer que p est la projection sur ker (u — 2Idg) et parallélement &
ker (u — Idg)? . Identifier alors I’endomorphisme g.
17 . Déterminer un nombre réel « tel que pour tout entier nature k,
uko p= Ockp. Ind: remarquer que (# — 2Idg) op = 0.

18 . En déduire que exp (1) o p = Bp ol1 3 est un réel a déterminer.
+oo
=3 %uk.

On rappelle que exponnentielle de test I'endomorphisme exp ()



