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Probléme 1

Dans tout ce probleme, a désigne un réel. On se propose d’étudier les suites
réelles (uy), oy Vérifiant une relation de récurrence du type :

VneIN uypq =au, + P (n)

ot P est un polyndme.
Un élément de RN est noté indifféremment (1), OU 1.

Partie I

Dans cette partie, on pose :
EO — {u eRN |3 € R,Vn € N : 11 = auy, +b}
Onnotera b = b, pour u € E,gm.

QuesTioN1 (a) E” = {u € RN | 3b € R, Vnn € N, upyq = ty +b}. E\”
est donc I'ensemble des suites arithmétiques.
Doncu € E(l) < dApecRtelqueVn € N, uy, = An+p.

(b) E(()O) ={ucRN|IBeR VneN, u,, 1 =b}. E(()O) est donc l'ensemble
des suites constantes a partir du second terme.
Doncu € Eg <= dA,peRtelqueug =AetVn € N, u, = p.

Dans le reste de cette partie, 2 est supposé différent de 1.

QUESTION 2 D’abord la suite nulle Opn est dans E{SO) avec b = 0. Soit u et v

dans E go) et soit A et u deux réels.

Vn € N, (Au+ po)yy1 = Aupy1 + pogr = Alaun + by) + p(avy, + by) =
a(Au + pv), + (Aby + uby).

Donc Au+ v € EEP) avec by, 4o = Aby + uby. Efl()) étant stable par combinais-
ons linéaires est un sous-espace vectoriel de RN,

QUESTION 3 On précisera les valeurs de by et by. x € El(lo) avecby =1 —acar
VneN,x,11 =1=ax, +by=al1+(1—a).

LINAS E,(IO) avecby, =0carVn € N, y, 41 = a"tl = ay, + by = a.a" +0.

1 sur4

e (x,y) est une famille libre. En effet :
Vo, € Riax+ By =0 < Vn € IN,a+ Ba" = 0. Cette égalité étant
vraie pour tout n est vraie en particulier pour n = 0 et n = 1. Ceci conduit

ax+p3=0 yo
a+pa=0 aveca #1,doua=3=0.

au systeme {

QUESTION 4 Soit u € E,(ZO).

(a)
Axg + 1Yo = Uo A+ =1
{AX1+Hy1:Li1 A A4 ua=u
PN { AMl—a) = —aug+u
u(l—a) = up—m
Al—a) = —aug+ (aug+by)
=
I R A
Al—a) = by
<
{ w(l—a) = wug(l—a)—by,
aveca # 1
R Axo + 1Yo = ug . .
Donc le systeme admet pour unique solution le
Y { Ax1+ uyp =i P d

couple (A, u) = (1b_”a,u0— 1b_ua .

(b) Raisonnons par récurrence : la propriété annoncée est vraie pour n = 0 et
n=1
Supposons qu’au rang #, Uy = Ax, + uyy. Alors
Aaxy + by) + payy, = a(Axy + pyn) + A(1 — a)
a(Axp + pyn) + by = auy + by = Uy 4.

AXpi1 + HYn+1

La propriété est donc vraie pour tout 7.

(c) Donc, Vu € EE}”, A ueR, u=Ax+ uy.

La famille (x, y) est donc une famille génératrice de E,g()).

QUESTION 5 Déterminer E,g()). On donnera en particulier la dimension de

E ff’). Or on a vu au (3) que cette famille est libre. On en conclut que la famille

(0) (0)

(x,y) estune base de E; ’, et que E; ’ est un espace vectoriel de dimension 2.
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Partie 11
Dans cette partie, on suppose que a # 1. On fixe un entier naturel p. On pose :
EY = {u eRN 3P €R,[X], V1 € N : 1,11 = au, + P(n)}

Onnotera P = P, pour u € E,(lp).

QUESTION 6 Efﬁ étant non vide car contient Eff”. Y(u,v) € (E})?, V(A u) €
R?,

AU+ pv)pt1 = Aupsr + pops1 = A(aun + Py(n)) + p(avy + Po(n))
= a(Auy + poy) + (APy(n) + uPy(n))
= a(Au+ pv)y + (AP, + uPy)(n).

AP, + P, € R, [X], donc Au + o € E) avec Py, uo = APy + 1P
E(P)
a

est donc un sous espace vectoriel de RN,

QUESTION 7 On vient de voir que Py, v = APy + 1P, ce qui s’écrit : 8(Au +
o) = A0(u) + ub(v)
6 est donc une application linéaire de EY) dans R, [X].

QUESTION 8 u € ker(0) <= 0(u) =0 <= P, =0.
Doncu € ker(6) < Vn € N, u,11 = au,.

’ ker(6) est donc I'ensemble des suites géométriques de raison a ‘

Remarquons que la suite (y, = a") est non nulle, appartient a ker(0) et est
génératrice de ker(0) car toute suite géométrique u de raison a est telle que :

JA € R, Vn € IN, u, = Aa". Donc ker(0) est le sous-espace vectoriel de Efzp )

engendré par (y), d’ot dim(ker(0)) = 1.

QUESTION 9 Pour k € N, on pose Q; = (X + 1) — aX*.

(a) Le coefficient de X* dans Q est égalal —aaveca # 1. Il est donc non
nul, d’ou deg(Qy) = k.

(b) Les polynomes Qp, Q1, .., Qp sont des polynémes non nuls de degrés dis-
tincts 2 a 2. Ils forment donc une famille libre de R, [X].
Or dim(IR,[X]) = p+ 1 etla famille libre (Qo, Q1, ..., Qp) de Ry[X]ap +1
éléments. On en conclut que (Qo, Q1, ..., Qp) est une base de R, [X].

2 sur4

QUESTION 10 (a) Soit u la suite définie par Vi € IN, u,, = nk.
Alors, Vi € N, auy, + Qi(n) = anf + (n + 1) —ank = (n + 1)k = upy 1.

Doncu € Eﬁ,”) et 0(u) = Qg, d’ott Q¢ € Im(6).

(b) L'application linéaire 6 est donc surjective, i.e. Im(6) = IR,[X], et donc
dim(Im(9)) = p + 1.

QUESTION 11 on a que ker(0) est de dimension 1, et que Im(6) est de dimen-
sion p + 1.
(p)

L'image et la noyau de 6 étant de dimension finie, on déduit que E,
dimension finie, et par application du théoréme du rang :

dim(E,(f)) = dim(ker(0)) + dim(Im(8)) = p + 2.

est de

QUESTION 12 Pour k € [0, p], on pose x(¥) 1a suite définie, pour tout n € IN
(k)

par x,” = n¥. On rappelle que y est la suite définie pour tout n de IN, par

yn = a". Montrons que (x(o), . ,x(p),y) est une base de EE}’)

(x©), .., x(P), y) a p+2 éléments dans Egp) espace vecoriel de dimension p + 2.

Pour montrer que c’est une base, il suffit donc de montrer que c’est une famille
de Efzp ) et qu’elle est libre.

. La famille

e On a montré au (a.) que pour tout k, x(k) est élément de EF.

o Cette famille est libre. en effet : soient Ag, Ay, ..., Ay, « dans IR tels que
14
ay+ 3 Ax® =0
k=0

en introduisant le morphisme 6 € £L(E L(Ip )

, KK, [X]), et puisque y € ker6,
p 4 p
ona z A0(x)) = 0. Or d’apres (a.), 8(x()) = Qy, donc Z AQr =0, et
k=0 k=0

comme la famille (QO, . Qp) est libre alors pour tout k € [0, p], Ax = 0,

par conséquent & = 0 et la famille (x<0), oy xP), y) est une base E[(lp).

QUESTION 13 (Application) Considérons la suite (uy),, . Vérifiant :

ug=—-2etvVnelN wuy 1 =2u, —2n+7
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ue Egl) avec P, = —2X +7.
Donc 3, 3,7 € R tels que Vn
trouver les coefficients «, 3, y.

€ N, u, = a+ n+ y2". 1l nous faut donc

MOZ—Z (X+')/:—2
u =3 <= x+pB+2y=3
u, =11 ax+2B+4y =11
ax+y=-2
= B+v=>5
28+3y =13
a= -5
<= B=2
y=3

Donc]\m €N, u, = —5+2n + 3.2" \

Probléme 2

Soit 1 en entier, n > 2; on note E = M, (R) et E* = L(E,R) son dual. La
matrice élémentaire E; ; est la matrice de E dont les coefficients sont tous nuls
a l'exception de celui qui se trouve sur la i-ieme ligne et sur la j-ieme colonne,
qui vaut 1. A chaque matrice U de E, on associe :

e L'application Ty de E vers R: M +— Tr (UM) (linéaire)
e L'ensemble Hy; = {M € E |Tr(UM) = 0} = ker(Ty)

Partie I

QUESTION 14 Dans cette question seulement, on prend n = 2 et on pose :

- (1)

(a) Les quatres matrices élémentaires E; ;:

Eiq=

o O OO
O O OO
-0 O -

1
0
0
1

3 sur4

la famille (Eq11, E12,Ep1, E2n) est une base de E = M, (IR), c’est sa base
canonique.

(b) On calcule d’abord le produit UM pour une matrice M = (a; ;) € E :

1 1Y\ fan ﬂu) (0111 +an
UM = =
(1 1) (0121 ax ay1 +ax
et donc Tr(UM) =aq1 + a1 + a12 + a2;. Donc I’ensemble des matrices de
E dont la somme des quatres coefficients vaut 0.

ayp +ax
ayp +ax

(c) Avec M = I,ona T(UM) = 2 # 0, Ty est donc une fortme linéaire
non nulle, par conséquent dimIm Tj; = 1, puis dim Hy; = dimE —1 =

22 _1=3..
1 0
0 -1

(d) La matrice [, =

GLz(]R) N Hy # 2.

étant inversible et vérifie Tr(UJ,) = 0.

Partie II
QUESTION 15 Soit A = (a;;) et B = (b;;), posons AB = (c;;), pour tout
iel,n]:

n

Cii = ) ai,bj,

j=1

donc
n n
TIr (AB) = z Z a]"ibi’j
=15

QUESTION 16 Soit U dans E.

(a) Si U est la matrice nulle, alors Ty; est la forme linéaire nulle donc Hy; = E
et dim Hy = dim E = n?.

(b) SiU n’est pas la matrice nulle, U posséde au moins un terme non nul. Soit
(jo,1p) V'indice de ce terme. Comme le produit de U a droite par la matrice
Eiy,j, est la matrice dont toutes les colonnes sont nulles, sauf celle de rang
jo, qui contient la colonne de rang iy de U, le seul élément diagonal non
nul de ce produit est le terme diagonal d’ordre jj, qui vaut précisément
celui d’indice (jo, ip) de U. Il en résulte que Ty (E;,,j,) 7 0.

Par suite, Ti; est une forme linéaire non nulle sur E, dont le noyau Hy; est
de dimension 7% — 1. (ig, jo) tel que . En déduire dim H;.
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QUESTION 17 Pour i, j € [1,n], onnote T; ; = T, ..
(a) Les indices k et | étant fixés, le produit des matrices élémentaires
EijEx1 = 6;Ei
ou §j, = 1si j =k, 0sinon (symbole de Kronecker). Donc

T j (Exp) = 8jxTr(E; 1) = 8;xdi,

ce qui veut dire que
(i,7) # (1K)
(b) D’apres la question précédente la famille (T, j) 1<ij<n est la base duale de

la base (Ef/i)lgi,jgn
de E* permettent de définir une base de E*.

canonique de E. On en déduit que les n* éléments T; i

QUESTION 18 L’application ¢ de E vers E* : U — ¢ (U) = Ty est linéaire
d’apres la linéarité de la trace. De plus, elle transforme la base canonique
des matrices élémentaires de E en sa base duale. On en conclut que ¢ est un
isomorphisme d’espaces vectoriels.

QUESTION 19 On considere un hyperplan vectoriel H de E.

(a) Par définition d"un hyperplan d"un espace vectoriel de dimension finie, la
dimension de H vaut n? — 1.

(b) Soit A une matrice non nulle de E qui n’appartient pas a H, d’abord H N
vect (A) = {0g}, puis dim H + dimvect (A) = dimE. Donc E = H &
vect (A).

(c) On sait qu’on peut définir une application linéaire par ses restrictions sur
deux sous-espaces vectoriels supplémentaires.
Ainsi, la forme linéaire / dont la restriction a H est nulle et qui envoie A
sur 1 admet bien H comme noyau.

(d) Soit U I’antécédent de ! par ¢p. Ona alors H = ker! = ker Ty = Hy;. Donc
il existe d"un élément U de E tel que H = Hy;.

4 sur4

Partie I11

r
Pourrtelquel <r <mn,onnote: R= 3 E;;. Soit:
i=1

0 0 1

1 0 0
P=1p

o --- 0 1 0

QUESTION 20 En développant le déterminant par rapport a la premiere ligne

1 .o .. 0
detp = (-1 || 0 = (cn

donc P est inversible. Puis si on pose R = (r; ;) et P = (p; )
r r

r r
riipij =y Y Tiibii= y » 1x0=0

1 i=1j=1 i=1j=1

=

Tr (RP) =

1

M=

]

donc P appartient a 'hyperplan Hy.

QUESTION 21 Tout hyperplan H de E est de la forme Hy; pour une certaine
matrice non nulle U. lorsque H = Hyy, avec U de rang r, on rappelle l'existence de
matrices Sq et Sy inversibles telles que S1USy = R, et donc avec P = S,US

TV(RP) =Tr [(SlL[Sz) P] =Tr [USZPSﬂ = Tu [Szpsl]

et comme Tr(RP) = 0, alors S;PS; € Hy; = H.
On conclut donc que chaque hyperplan de E possede au moins une matrice
inversible.



