Probleme 1

Les parties I et II de ce probleme sont indépendantes. La partie III utilise certains résultats
établis dans les parties précédentes.

Partie I. Calcul des intégrales de Wallis.
On appelle intégrales de Wallis, les intégrales I, définies pour tout n € N par :

I, = /2 sin” (t)dt
0
1) Calculer Iy et I.

2) A T'aide d’une intégration par parties, démontrer la relation de récurrence :

n—1

Vn Z 27 ]n = ]n—Q

Indication : on pourra utiliser la relation cos®x + sin®z = 1.

3)

2n)!
3a. Montrer que : Vn € N, Iy, = (2n)!

22n(pl)2 2"
3b. Déterminer I'expression de I5,.1 en fonction de n, pour tout n € N.

Partie II. Fonctions de Bessel.

L objectif de cette partie n’est pas la résolution compléte des équations différentielles propo-
sées, mais l'étude de certaines de leurs solutions définies sur différents intervalles.

On rappelle qu’on appelle solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 sur
un wntervalle I, toute application y, définie et deux fois dérivable sur I, vérifiant [’équation
différentielle pour tout x € 1.

Soit p € N, on s’intéresse aux équations différentielles
(E,) 2%y +ay + (2% —pP)y =0

et
(E)) a*2"+x(2p+1)7 +2°2=0
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1) Soient y et z deux fonctions définies sur R, vérifiant la relation : Vo € R, y(z) = 2Pz(z).
Montrer que y est solution de (E,) sur |0, 4+o00[ ( respectivement | — oo, 0[), si et seulement
si z est solution de (£]) sur |0, +oo| ( respectivement | — oo, 0[).

2) Soit Zan:):” une série entiére de rayon de convergence R > 0, on note z(x) sa somme.
n=0
2a. Etablir les relations que doivent vérifier les coefficients (a,) de la série entiére pour que
z soit solution de (E)) sur | — R, R| .
2b. Vérifier que 'on a : Vn € N, asg, 11 = 0, et exprimer les coefficients as, en fonction de n,
du parameétre p et de ag.

2c. Démontrer que le rayon de convergence de la série entiére déterminée précédemment vaut
R = +4o0.

. (=" 2
3) Démontrer que pour toute valeur donnée a ag € R, la série l— —qgx™" est
) qane b 0= 2 221nl(n + p)l

n>0

solution de (E]) sur R.

_1)n
4) On considére la série entiére : 222 +p( '() " )|x2”+p.
TP nln + p)!

n=0

4a. A l'aide de 3), justifier que le rayon de convergence de cette série vaut R = +o0.
On note désormais J, la somme de cette série vérifiant donc :

+o00
o TN\P (_1)n 2n
Vr eR, Jy(r)= <§> ZO Tonl(n 1 )] +p)!x

4b. Déduire des questions 1) et 3) que J, est une solution de (E,) sur |—o0, 0] et sur 0, +-o00].

4c. Expliquer pourquoi J, est de classe C* sur R.

4d. Montrer que J, est une solution de (E,) sur R, on pourra distinguer le cas p = 0.
pJp(2)

5) Démontrer la relation suivante : Vp € N, Vo € R*,  J,441(z) = e Jy(x).

Partie I1I. Etude d’une intégrale & paramétre.

Soit la fonction f définie sur R x [0, g] par f(z,t) = cos(zsint). On définit alors

2 [z 2 [z
F(x) = ;/o f(z, t)dt = ;/o cos(zsint)dt

1) Expliquer pourquoi la fonction F' est bien définie et continue sur R.

2) Rappeler les théorémes relatifs a la dérivation d’une intégrale & paramétre, et en déduire
que F est de classe C*° sur R.
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3)
3a. Donner les expressions de F'(z) et F”(x) sous forme intégrale.

3b. A l'aide d’une intégration par parties, montrer que :

Ve € R, F'(z) = —z[F(x) + F"(2)]

4) En utilisant un développement en série entiére, montrer que l'on a :

(St a

n=0

(VB

‘v’xER,F(x):z/
0

™

5) On admet qu’il est possible d’intégrer terme a terme cette expression, et que F' vérifie

alors :
2n t

2 X [3 L 22" sin
n=0 ’

A Taide des résultats des parties I. et I1., démontrer que F = J,.

Probléme 2

Partie I. Comparaison entre série et intégrale.

1) Soit ng € N, et f : [ng, +oo[— R continue, positive et décroissante. Pour tout entier N tel
que N > ng, on pose

Sy =Y f(k) = f(no) + ...+ fF(N)

k=ng
la. Soit k € N, k > ng. Montrer que :
k+1

fiE+1) < fo)dt < f(k)

1b. Déduire de la question précédente que : Sy — f(ng) < fNH f(t)dt < Sy, puis que

no

/ Hf(t)dt < Sy < f(no) —|—/ f(t)dt (%)

0

lc. Soit X > ng. On note N la partie entiére de X, c’est-a-dire 'unique entier vérifiant
N < X < N + 1. Montrer que :

/n Y ot < /n " Hot < /n T ran
+o0

0

En déduire que lintégrale impropre f(t)dt converge si et seulement si la suite

N "
( / f (t)dt) converge.
no N2>np
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1d. Montrer alors que I'intégrale /

+0o0
f et la série Z f(n) sont de méme nature.
no

nz=ng

2) Application a la série Z\/iﬁ

n=1

2a. Quelle est la nature de la série Z\/Lﬁ ?

n>1

2b. On pose f(t) = \/% Montrer que f est décroissante sur [1,400].

2c. On pose S, = > f(k) pour tout entier n > 1. Montrer a I'aide de (%) que : S,, ~ 2/n.
k=1

Partie II. Séries de Bertrand.
Dans toute cette partie, o et 3 sont deux réels, et on pose pour tout entier n > 2,
1
Up = ————.
" nelnfn
1) Supposons « > 1.
la. Soit v €]1, a. Montrer que u, = o (=% ).

nYy

1b. En déduire que la série » u, converge.
n=2

lc. Une application : donner la nature de la série > sin (12—2”)
n>1

2) Supposons a < 1.

2a. Donner la limite de nu,,.

2b. En déduire la nature de la série » u,,.
n=2

In(n2+1)

v

2c. Une application : donner la nature de la série )
n>1

3) Supposons a = 1.

1
Notons, pour tout t > 1, f3(t) = ————.
p fﬁ( ) tlnﬁ(t)

3a. Etudier les variations de fs sur |1, 4+o00[. Montrer alors qu'il existe ny € N* tel que f3
soit décroissante sur [ng, +0ol.

3b. Soit X > ngy. Calculer, en distinguant le cas =1, I3(X) = fn)j fa(t)dt.
Donner alors la nature de Iz = fntoo fs(t)dt en fonction de .

3c. En déduire, a I'aide de I., la nature de » u, en fonction de (3.

n=2

4) A l'aide des résultats de cette partie IL., donner une condition nécessaire et suffisante sur
(ar, B) pour que la série > u,, converge.
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Partie I11. Régle de la loupe.

Dans cette partie (u,)n,en est une suite de réels positifs, décroissante. Pour tout n € N, on
pose
Uy, = 2" Ugn =Ugn + ...+ Ugn

Vo
2™ termes

Enfin, pour tout N € N*, on introduit les sommes partielles

N N
SN:Zun et TN:Zvn
n=1 n=0

On fera attention aux indices de départs de sommation dans Sy et Tly.
1) Soit n € N. Combien y a-t-il d’entiers 4 vérifiant : 2" < i < 2" —1 ?

2) Montrer que pour tout n € N,

ontl_q

Up 2 Z ug,

k=2n

3) En déduire que pour tout N € N,

TN = SQ(N+1)—1

4) Montrer que pour tout n € N,

%Un+1 < Z ug,

On pourra commencer par écrire %Un+1 = 2™ Ugn+1.

5) En déduire que pour tout N € N*,

1 1
§TN < Jt + Son_y

6) A l'aide de 3) et 5), montrer alors que les séries > u, et > v, sont de méme nature.

7) Une premiére application : pour « € R fixé, on pose u, = n% pour tout n € N*.
7a. Montrer que, pour tout n € N*, v,, = 2=,

7b. Donner alors une condition nécessaire et suffisante sur « pour que la série Y v, converge.
n>1

7c. A laide de 6), quel théoréme important du cours a-t-on prouvé ?
On pourra traiter séparément les cas a < 0 et o > 0.

8) Une deuxiéme application : pour a € R fixé, on pose u,, = pour tout entier n > 2.

S S
n(lnn)™

8a. Calculer v, pour tout entier n > 2.

8b. Donner alors une condition nécessaire et suffisante sur « pour que la série Y v, converge.
nz2

8c. Qu’a-t-on redémontré ?

FIN DU SUJET
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