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c
 Divers

Exercice 1 Soient u et v deux fonctions réelles de classe C1 sur IR.
On considère la fonction f de IR2 dans IR définie par: f (x, t) =
1
2

�
u(x+ t) + u(x� t) +

R x+t
x�t v(s)ds

�
a. Pour x 2 IR, calculer f (x, 0) et

∂ f
∂t
(x, 0) en fonction de u et v.

b. Calculer
∂2 f
∂x2 (x, t)� ∂2 f

∂t2 (x, t).

c. On cherche les fonctions y(x, t) solution du problème:8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

∂2 y
∂x2 (x, t)� ∂2 y

∂t2 (x, t) = 0 sur [0, π ]� IR,

y(0, t) = y(π , t) = 0 pour tout t 2 IR,

y(x, 0) = sin(x) pour tout x 2 [0, π ] ,

∂y
∂t
(x, 0) = sin(2x) pour tout x 2 [0, π ] .

(P)

Choisir convenablement les fonctions u et v et donner une solution y de
(P).

Exercice 2 Soit x1, ..., xn des réels. On pose

V(x1, ..., xn) =

����������
1 x1 . . . xn�1
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1 xn . . . xn�1

n
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et f la fonction réelle d’une variable réelle définie par

f (t) =

����������
etx1 x1etx1 . . . xn�1
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etxn xnetxn . . . xn�1
n etxn
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a. Montrer que f est dérivable sur IR et donner f 0(t) sous forme intégrale
pour tout t.

b. Simplifier f et en déduire V(x1, ..., xn).

Exercice 3 Soit h : IR2 �! IR, (u, v) 7�! h(u, v) une fonction de classe C1 sur

IR2; montrer que
∂h
∂v
(u, v) = 0 sur IR2 si et seulement s’il existe une fonction h1

de classe C1 sur IR telle que, pour tout couple (u, v) 2 IR2, h(u, v) = h1(u).

a. Soit � : (u, v) 7�! (uev, e�v) une fonction définie sur IR2.

(i) Montrer que� est une fonction de classe C1 sur IR2, et qu’elle réalise
une bijection de IR2 sur 
 = IR� ]0,+1[.

(ii) Pour tout (x, y) 2 
, exprimer ��1(x, y) et justifier que ��1 est de
classe C1 sur 
.

b. Soit f : 
 �! IR, (x, y) 7�! f (x, y) une fonction de classe C1 sur 
, telle
que

8(x, y) 2 
 : x
∂ f
∂x
(x, y)� y

∂ f
∂y
(x, y) = 0.

On pose f � = f ��.

(i) Justifier que la fonction f � est de classe C1 sur IR2 et calculer les

dérivées partielles premières
∂ f �

∂u
(u, v) et

∂ f �

∂v
(u, v) de f �.

(ii) En déduire la forme de la fonction f � puis donner celle de f .

c. Soit f : 
 �! IR, (x, y) 7�! f (x, y) une fonction de classe C1 sur 
, telle
que

8(x, y) 2 
 : x
∂ f
∂x
(x, y)� y

∂ f
∂y
(x, y) = ax+ by,

où a et b sont des réels.

(i) Trouver une fonction g, linéaire de IR2 dans IR, vérifiant:

8(x, y) 2 
 : x
∂g
∂x
(x, y)� y

∂g
∂y
(x, y) = ax+ by.

(ii) En déduire qu’il existe une fonction F de classe C1 sur IR telle que:

8(x, y) 2 
 : f (x, y) = F(xy) + ax� by.


