
Médiane Sup. CPGE Oujda Espaces Vectoriels – 1 – Soutien MPSI

Exercice 1 Soit R�+ muni de la loi interne � définie par a� b = ab, 8a, b 2 R�+
et de la loi externe 
 telle que λ 
 a = aλ , 8a 2 R�+, 8λ 2 R. Montrer que
E = (R�+,�,
) est un R-espace vectoriel.

Exercice 2 Parmi les ensembles suivants reconnaître ceux qui sont des sous-
espaces vectoriels.

E1 =
n
(x, y, z) 2 R3; x+ y+ a = 0, et x+ 3az = 0

o
E2 = f f 2 F (R,R); f (1) = 0g , E3 = f f 2 F (R,R); f (0) = 1g

E4 =
n

f 2 C1(R,R); f 0 = 3
o

, E5 =
n
(x, y) 2 R2; x+αy+ 1 > 0

o
.

Exercice 3 Dire si les objets suivants sont des espaces vectoriels :

1. L’ensemble des fonctions réelles sur [0, 1], continues, positives ou nulles,
pour l’addition et le produit par un réel.

2. L’ensemble des fonctions réelles sur IR vérifiant limx!+1 f (x) = 0 pour
les mêmes opérations.

3. L’ensemble des solutions (x1, x2, x3) du système :8<: 2x1 � x2 + x3 = 0
x1 � 4x2 + 7x3 = 0
x1 + 3x2 � 6x3 = 0.

4. L’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] vérifiant f (1=2) = 0.

5. L’ensemble des fonctions de classe C2 vérifiant f 00 +ω2 f = 0.

Exercice 4 Montrer que l’ensemble E = f f 2 IRIR=(9(a,ϕ) 2 R2)(8x 2
R) f (x) = a cos(x�ϕ)g est un IR-espace vectoriel.

Exercice 5 Soit E un C-espace vectoriel.

1. Soient F et G deux sous-espaces de E. Montrer que

F [ G est un sous-espace vectoriel de E () F � G ou G � F.

2. Soient H un troisième sous-espace vectoriel de E. Prouver que

G � F =) F \ (G+ H) = G+ (F \ H).

Exercice 6 Soient dans IR3 les vecteurs ~v1(1, 1, 0), ~v2(4, 1, 4) et ~v3(2,�1, 4).

1. Montrer que ~v1 et ~v2 ne sont pas colinéaires. Faire de même avec ~v1 et ~v3,
puis avec ~v2 et ~v3.

2. La famille (~v1, ~v2, ~v3) est-elle libre ?

Exercice 7 Les familles suivantes sont-elles libres ?

1. ~v1(1, 0, 1), ~v2(0, 2, 2) et ~v3(3, 7, 1) dans R3.

2. ~v1(1, 0, 0), ~v2(0, 1, 1) et ~v3(1, 1, 1) dans R3.

Exercice 8 On considère dans IRn une famille de 4 vecteurs linéairement in-
dépendants : (~e1, ~e2, ~e3, ~e4). Les familles suivantes sont-elles libres ?

1. (~e1, 2~e2, ~e3).

2. (~e1, ~e3).

3. (~e1, 2~e1 + ~e4, ~e4).

4. (3~e1 + ~e3, ~e3, ~e2 + ~e3).

5. (2~e1 + ~e2, ~e1 � 3~e2, ~e4, ~e2 � ~e1).

Exercice 9 Soient dans IR4 les vecteurs ~e1(1, 2, 3, 4) et ~e2(1,�2, 3,�4). Peut-on
déterminer x et y pour que (x, 1, y, 1) 2 Vectf~e1, ~e2g ? Et pour que (x, 1, 1, y) 2
Vectf~e1, ~e2g ?

Exercice 10 Dans IR4 on considère l’ensemble E des vecteurs (x1, x2, x3, x4)
vérifiant x1+ x2+ x3+ x4 = 0. L’ensemble E est-il un sous espace vectoriel de
IR4 ? Si oui, en donner une base.

Exercice 11 Dans l’espace IR4, on se donne cinq vecteurs : V1 = (1, 1, 1, 1),
V2 = (1, 2, 3, 4), V3 = (3, 1, 4, 2), V4 = (10, 4, 13, 7), V5 = (1, 7, 8, 14).
Chercher les relations de dépendance linéaires entre ces vecteurs. Si ces vec-
teurs sont dépendants, en extraire au moins une famille libre engendrant le
même sous-espace.

Exercice 12 Dans IR4, comparer les sous-espaces F et G suivants :

F = Vectf(1, 0, 1, 1), (�1,�2, 3,�1), (�5,�3, 1,�5)g
G = Vectf(�1,�1, 1,�1), (4, 1, 2, 4)g


