Médiane Sup. CPGE Oujda

Espaces Vectoriels-1- Soutien MPSI

Exercice 1 Soit R’ muni de la loi interne & définie para ® b = ab,Va,b € R,
et de la loi externe ® telle que A ®a = a*,Va € R%,VA € R. Montrer que
E = (R%,®, ®) est un R-espace vectoriel.

Exercice 2 Parmi les ensembles suivants reconnaitre ceux qui sont des sous-
espaces vectoriels.

Ei= {(x,y,z) ERSx+y+a=0, etx+3az:0}
Er ={fe F(R,R);f(1) =0},  Es={feF(RR);f(0)=1}
Ey= {f € CL(R,R); f' :3}, Es = {(x,y) ER%Lx+ay+1> o}.

Exercice 3 Dire si les objets suivants sont des espaces vectoriels :

1. L'ensemble des fonctions réelles sur [0, 1], continues, positives ou nulles,
pour 'addition et le produit par un réel.

2. L'ensemble des fonctions réelles sur R vérifiant lim,_, ;o f(x) = 0 pour
les mémes opérations.

3. L'ensemble des solutions (x1, X2, x3) du systeme
2x1 —xp4+x3 = 0
x1—4x,+7x3 = 0
X1 +3xp —6x3 = 0.

4. L'ensemble des fonctions continues sur [0, 1] vérifiant f(1/2) = 0.

5. L’ensemble des fonctions de classe C? vérifiant f” + w?f = 0.

Exercice 4 Montrer que I'ensemble £ = {f € RR®/(3(a,¢) € R?)(Vx €
R)f(x) = acos(x — @)} est un RR-espace vectoriel.

Exercice 5 Soit E un C-espace vectoriel.
1. Soient F et G deux sous-espaces de E. Montrer que

F U G est un sous-espace vectorielde E <= F C Gou G C F.

2. Soient H un troisiéme sous-espace vectoriel de E. Prouver que

GCF=FnN(G+H)=G+(FNH).

Exercice 6 Soient dans IR les vecteurs 7} (1,1,0),05(4,1,4) et 05(2, —1,4).

1. Montrer que 77 et 7, ne sont pas colinéaires. Faire de méme avec ] et 73,
puis avec 7; et 73.

2. La famille (07, 03, 03) est-elle libre ?

Exercice 7 Les familles suivantes sont-elles libres ?
1. 91(1,0,1),95(0,2,2) et 75(3,7,1) dans R3.
2. 91(1,0,0),95(0,1,1) et 93(1,1,1) dans R3.

Exercice 8 On consideére dans IR” une famille de 4 vecteurs linéairement in-
dépendants : (€1, ¢3, €3,¢1). Les familles suivantes sont-elles libres ?

- (61,263, 63).
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Exercice 9 Soient dans R* les vecteurs ¢ (1,2,3,4) etez(1,—2,3, —4). Peut-on
déterminer x et y pour que (x,1,y,1) € Vect{éy,é3} ? Et pour que (x,1,1,y) €
Vect{é&q,é3} ?

Exercice 10 Dans R* on considere I'ensemble E des vecteurs (x1,x2, %3, x4)
vérifiant xq + xp + x3 + x4 = 0. L’ensemble E est-il un sous espace vectoriel de
IR* ? Si oui, en donner une base.

Exercice 11 Dans 1’espace IR4, on se donne cinq vecteurs : V; = (1,1,1,1),
Vo, = (1,2,3,4), V3 = (3,1,4,2), V4 = (10,4,13,7), Vs = (1,7,8,14).
Chercher les relations de dépendance linéaires entre ces vecteurs. Si ces vec-
teurs sont dépendants, en extraire au moins une famille libre engendrant le
méme sous-espace.

Exercice 12 Dans IR*, comparer les sous-espaces F et G suivants :

F = Vect{(1,0,1,1),(-1,-2,3,-1),(=5,—3,1,-5)}
G = Vect{(—1,-1,1,—1),(4,1,2,4)}



