Médiane Sup. CPGE Oujda

Nombres Complexes -2- Soutien MPSI

Exercice 1 Soit x un nombre réel. Simplifier les sommes suivantes:

n

C 1+ cosx+cos2x—+...+cosnx = ZCOSkx, et
k=0

n
S = sinx+sin2x+...+sinnx:Zsinkx.
k=0

Exercice 2 Résoudre dans R les équations :
sinx = L cosx = ! tanx = —1

- 2 ’ - 2 ’ - ’
et placer sur le cercle trigonométrique les images des solutions; résoudre dans
R l'équation

27

cos(5x) = cos (3 - x) .
Exercice 3 Résoudre I'’équation : 2sin® x — 3sinx — 2 = 0, puis l'inéquation :
2sin®x — 3sinx — 2 > 0.

Exercice 4 Simplifier, suivant la valeur de x € [—m, 7], l'expression

V1+cosx+ |sinx/2|.

Exercice 5 Résoudre dans R les équations suivantes: (donner les valeurs des
solutions appartenant a |—, 7] et les placer sur le cercle trigonométrique).

1. sin (5x) = sin (2; + x),

. s x
2. sin (Zx — §) = Ccos (§>,
3. cos (3x) = sin (x).

Exercice 6 Montrer que tout nombre complexe z non réel de module 1 peut se

+ir
.r,oflr e R.

1
mettre sous la forme 1

Exercice 7 Soit 1, v des nombres complexes non réels tels que |u| = [v| = 1 et

u-+ov
—1. Mont
uv # ontrer que T

est réel.

Exercice 8 (Entiers de Gauss) Soit Z[i]| = {a+ib; a,b € Z}.
1. Montrer que si « et 3 sont dans Z[i] alors a + f3 et af3 le sont aussi.

2. Trouver les élements inversibles de Z[i], c’est-a-dire les éléments « € Z|i]
tels qu'il existe B € Z[i] avec aff = 1.

3. Vérifier que quel que soit w € C il existe z € Z[i] tel que |w — z| < 1.

4. Montrer qu’il existe sur Z[i] une division euclidienne, c’est-a-dire que,
quels que soient « et 3 dans Z[i] il existe g et r dans Z[i] vérifiant :

a=pBg+r  avec Ir| < |B|.
(Indication : on pourra considérer le complexe %)

Exercice 9 1. Etudier la suite (z,),cy définie par: zg = 4, 2,41 = f(zy) ot f
est 'application de C sur lui-méme définie par :

o, 1 )
VzeC, f(z) =i+ Z(l —iV3)z.
Indication : on commencera par rechercher les coordonnées cartésiennes
de 'unique point « tel que f(a) = «, puis on s’intéressera a la suite
(xn)nen définie par :
VneN,x, =z, —«a.

2. Onpose Vn € N, 1, = |z,41 — z|. Calculer

n
lim Z lk
n—oo k=0

et interpréter géométriquement.

1
Exercice 10 Soit f la fonction de C dans C définie par f(z) = 7 i— z

1. Calculer les points fixes de la fonction f, c’est a dire les nombres com-
plexes z tels que f(z) = z.

2. Déterminer les nombres complexes z pour lesquels f(z) est réel.



