Médiane Sup. CPGE Oujda

Géométrie Vectorielle -3 - Soutien MPSI

Exercice 1 On considere dans R3, TT = vect{(1,1,1),(1,1,-1)} et D =
vect {(0,1,—1)}. Montrer que R® =TT @ D.

Exercice 2 Dans cet exercice (e, ¢, e3) désigne la base canonique de R®. On
considere les matrices:

0 2 -1
M=|2 -5 4 |;A=M—-LetB=M?+1.
3 -8 6

1. Calculer les matrices A et B.

2. Résoudre les systemes homogenes associés ces matrices.

On note E; le sev de IR? solution du systéme associé a A et E; celui associé
aB.

3. Déterminer une base de Eq et une base de E».

4. Montrer que E; N Ey = {Ops } , puis que R? = E; ® E,.

Exercice 3 On dit qu'une matrice carrée N # 0 (la matrice nulle) est nilpotente
s'il existe un entier p € IN* tel que N¥ = 0.

010
1. Montrer que lamatrice N = | 0 0 1 | estnilpotente
0 00

2. Montrer que si AB est nilpotente alors il en de méme pour BA.

3. Montrer que si deux matrices nilpotentes A et B commutent (ie: AB =
BA) alors AB est nilpotente.

4. Soit A une matrice carrée 3 x 3 telle que A% # 0 et A%> = 0. On suppose

a 0
quil existe X = | b | € R3 tel que: A?Xy # | 0 |.Montrer que
c 0

(Xo, AXy, A2X)) est une base de R3.

Exercice 4 Soient les matrices:

u= et V=U-1

— =N
o~ O
O =

1. Montrer que U est inversible et déterminer U 1.
2. Ecrire la matrice V et calculer V? puis le rang de V.

3. Résoudre le systeme homogene associé a V et donner une base du sev F
des solutions.

4. Déterminer une base F = (e, &2, ¢3) de R telle que:
Uer = ¢e1,Uer = 65, Uez = €1 + €3,

ici les vecteurs €1, €3, €3 sont écrits en colonnes.

Exercice 5 Dans tout l'exercice a1, a3, 43,b,c € R. Onnote D (aq,4;,a3,b,c) ou
simplement D le déterminant:

ay b b
D= an b
c ay

1. On suppose dans cette question que a1 = a; = a3 = a.

(a) Calculer D dans le cas: a = c puisa = D.
(b) Calculer D dans le cas b = c.

2. Dans cette partie, on se place dans le cas général.

(a) on suppose que b # c . On pose:

ap+x b+x b+x
D(x)=| c+x a+x b+x
c+x c+x a,+x

Montrer qu’il existe «, 3 € IR tels que
Vx € R:D(x) = ax+ .
On ne demande pas dans cette question de préciser o et 3.
(b) Calculer « et 3 en évaluant D(x) pour des valeurs judicieuses de x.
(c) En déduire I'expression de D = D(0).
3. Dans cette question, on suppose que b = c. Pour tout t € IR, on pose
h(t) = D (ay,az,a3,b,b+1).

(a) Etablir que h est une fonction continue sur IR.
(b) En déduire la valeur de D .



