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Problème 1

On rappelle que la fonction ln : (IR�+,�) �! (IR,+), x 7�! ln x est un iso-
morphisme de groupe. On rappelle aussi que si H est un sous groupe de
(IR,+) tel que l’ensemble H \ IR�+ admet un minimum α > 0 alors H = αZ.
Dans tout le problème on note S =

�
(x, y) 2 Z2 j x2 � 2y2 = 1

	
.

Question 1 Vérifier que S est non vide et que si (x, y) 2 S alors
(�x, y), (�x,�y) et (x,�y) sont aussi des éléments de S .

Question 2 Montrer que l’ensemble G =
n

x+ y
p

2 2 IR�+ j (x, y) 2 S
o

est un
sous groupe de (IR�+,�).

Question 3 Pour x, y dans IN tels que (x, y) 2 S , montrer les inégalités:

0 < x� y
p

2 6 1 6 x+ y
p

2 et � x� y
p

2 6 �1 6 �x+ y
p

2 < 0.

En déduire que l’ensemble G \ ]1,+1[ admet z = 3+ 2
p

2 comme plus petit
élément.

Question 4 On note H = ln G = fln t j t 2 Gg .

(a Justifier le fait que H est un sous groupe de (IR,+).

(b Montrer qu’il existe α 2 IR�+ tel que H = αZ.

(c En déduire que G =
n�

3+ 2
p

2
�n
j n 2 Z

o
.

Question 5 Soit un entier n 2 IN.

(a Montrer qu’il existe un couple unique (xn, yn) 2 IN2 tel que�
3+ 2

p
2
�n
= xn + yn

p
2.

(b En déduire que
�

3+ 2
p

2
��n

= xn � yn
p

2.

(c Exprimer xn et yn en fonction de n.

(d Calculer (x0, y0), (x1, y1), (x2, y2) et (x3, y3).

Question 6 En déduire toutes les solutions entières de l’équation: x2 � 2y2 =
1.

problème 2

Soit E un ensemble fini non vide. Pour tout entier k, on dit que fA1, A2, ..., Akg
est une partition de E en k classes si:

k[
i=1

Ai = E; 8i, Ai 6= ;; 8i 6= j : Ai \ A j = ;.

On suppose que card(E) = n. On note r(n) le nombre de partitions de E. On
pose r(0) = 1.
Pour tout k > 1, on note r(n, k) le nombre de partitions de E en k classes.

Question 7 Montrer que:8k, n 2 IN�, k > n ) r(n, k) = 0.

Question 8 Montrer que:8n 2 IN�, r(n) =
n
∑

k=1
r(n, k).

Question 9 Montrer que:8n 2 IN, r(n + 1) =
n
∑

k=0
{k

nr(k).(indication: E de car-

dinal n+ 1, fixer un élément a de E . Pour tout A 2 P(Enfag), remarquer que toute
partition de A détermine une partition de E en lui ajoutant A.)

Question 10 Calculer, à l’aide de la question 3, r(n) pour n 2 f1, 2, 3, 4, 5g.

Question 11 Montrer par récurrence sur n que: 8n > 5, r(n) > 2n

et 8n 2 IN�, r(n) 6 nn.

Question 12 Dans cette question on note Sk
n le nombre de surjections de [[1, n]]

sur [[1, k]]. Montrer que : 8k, n 2 IN�, Sk
n = k!r(n, k).

On suppose dans la suite que card(E) = 2m, avec m > 1. Et on note am le
nombre de partitions de E en m classes qui sont des paires.

Question 13 Déterminer a1, a2, a3. Par convention on pose a0 = 1.

Question 14 Montrer que: 8m 2 IN�, am = (2m� 1)am�1.

Question 15 En déduire, par récurrence sur m, que :

am =
(2m)!
2mm!

.


