Médiane Sup. CPGE Oujda

Nombres réels et suites-1- Soutien MPSI

Exercice 1 Soit A et B deux parties bornées de IR. Vrai ou faux ?
1. sup AUB = max(sup A, sup B),
2. sup(A+B) <supA+supB,
3. sup(—A) = —infA,
4. sup A +infB < sup(A + B).

Exercice 2 Soit f : R — R, f(x) = x® — 3x. Tracer les graphes des fonctions

FAfl fe, f-ou: fi = max(f,0), f- = min(f, 0).

Exercice 3 Si a = sup A, montrer qu’il existe une suite d’éléments de A qui
converge vers 4. Réciproque?

Exercice 4 Soit (u,),cN une suite bornée. On pose A, = 51>1p uy et By =
n>p

ir>1f un. Montrer que (Ap)peN est une suite décroissante bornée et que (B ) peN
n>p

est une suite croissante bornée. Soit L = lim A, etl = lim B,.

T n+2
1. Dans le cas particulier ot u, = .

——— cos @, calculer L et [.
+1 3

2. Montrer que :
Ve>0,IpeN, Vunzp, u, >1—¢

Ve>0,VpeN, Inzp, u, <l+e¢

3. Interpréter ces propriétés. Enoncer des propriétés analogues pour L.
Démontrez-les.

4. Que peut-on dire de (u,)siL =17?
Exercice 5 Soient A et B deux parties non vides bornées de IR.
1. Montrer que AU B estbornée et que sup(A U B) = max(sup(A), sup(B)).

2. Enoncer un résultat analogue pour inf(A U B).

3. Qu'en est-il pour ANB?

Exercice 6 Soient x = (x1,...,x,) ety = (y1,...,yn) € R". Onnote ||x||; =
ity |xil et [x]oo = maxycica xil.
Montrer que dans les deux cason a:

[l 4yl < llxll + llyll-

Exercice 7 Pour tout x, y € Ret A > 0 montrer que :

x2

2
A+)\y.

2xy <
Exercice 8 Soit f : R — R croissante telle que V(x,y) € R? f(x +y) =
f(x)+ f(y). Montrer que
1. Vvn e N: f(n) = nf(1).
2.VnelZ: f(n) =nf(1).
3. Vg €Q: f(q) = qf(1).
4

. Vx € R: f(x) = xf(1) (on pourra utiliser la densité de Q dans R pour
encadrer x par des rationnels de plus en plus proches de x).

Exercice 9 Soient n € IN*, et (x1, x2, ..., Xn) € [0,1]", montrer que :

—-

Il
—_

n
(1-x)>1-3 x
iz

Exercice 10 Soit A une partie de IR vérifiant :
A A0,
Vx € A, Jex >0,]x —ex, x +ex[C A,
VxeR: (Ve>0,]Jx—¢x+eNA#0D)=xe A
Montrer que A = R.

Exercice 11 Montrer que ’ensemble des nombres dyadiques :
a
{?, (a,k) € Z x ]N}
est dense dans IR.

Exercice 12 Soient A et B deux parties denses de IR, AB et A 4 B sont-elles
denses ? Etude de la réciproque.



