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Partie 1

1 . Soit n 2 IN� et P 2 IRn[X].

(a) Montrer qu’il existe un unique polynôme Q 2 IRn�1[X], noté ϕn(P) tel
que P(�1)� P(X) = (X+ 1)Q(X).

(b) Démontrer que l’application ϕn : IRn[X] �! IRn�1[X] est linéaire.

(c) Déterminer le noyau de ϕn. L’application ϕn est-elle surjective?

2 . Ecrire la matrice de ϕn de la base (1, X, ..., Xn) de IRn[X] sur la base
(1, X, ..., Xn�1) de IRn�1[X].

3 . Soit P =
n
∑

i=0
aiXi , on pose ϕn(P) =

n�1
∑

j=0
b jX j. Ecrire les b j à l’aide des ai .

Partie 2

Dans la suite, I désigne l’intervalle ]0, 1] , f une fonction continue par mor-
ceaux sur I, à valeurs réelles positives, et intégrable sur I.

4 . Soit g la fonction définie sur I par g(x) =
f (x)

1+ x
, et pour n 2 IN, fn la fonc-

tion définie sur I par fn(x) = xn f (x). Démontrer que g et fn sont intégrables
sur I .

Dans la suite du problème, on note:

S f =
Z 1

0

f (x)
1+ x

dx et 8n 2 IN : un( f ) =
Z 1

0
fn(x)dx .

5 . Démontrer que la série de terme générale (�1)nun( f ) converge.

6 . Justifier l’égalité
+1
∑

n=0
(�1)nun( f ) = S f .

7 . Que devient l’égalité (question 6) dans les cas suivants:

(a) f est constante égale à 1.

(b) f est la fonction définie par 8x 2 I : f (x) =
1

2
p

x
.

(c) f est la fonction définie par 8x 2 I : f (x) =
1

3x2=3
.

Partie 3

8 . Soit P un polynôme et n 2 IN son degré. Démontrer l’égalité:Z 1

0

P(x)
1+ x

f (x)dx = P(�1)S f �
Z 1

0
ϕn(P)(x) f (x)dx.

Dans toute la suite, on considère la suite de polynômes (Tn)n2IN définies par
récurrence par T0(X) = 1 T1(X) = 1� 2X et pour tout n 2 IN :

Tn+2(X) = 2(1� 2X)Tn+1(X)� Tn(X).

9 . Déterminer le degré de Tn pour n 2 IN et montrer que les coefficients de
Tn sont entiers relatifs.

10 . Soit (vn) la suite définie par vn = Tn(�1), pour tout n 2 IN.

(a) Etablir une relation entre vn+2, vn+1 et vn, pour n 2 IN.

(b) Expliciter alors vn, pour n 2 IN, en fonction de n.

11 . Montrer que pour tout n 2 IN : Tn(�1) 6= 0.

On pose Sn =
Z 1

0
ϕn(Tn)(x) f (x)dx et Mn = sup

x2[0,1]
jTn(x)j .

12 . Pour tout n 2 IN, démontrer l’inégalité:����S f �
Sn

Tn(�1)

���� � MnS f

jTn(�1)j .

13 . Démontrer que pour tout n 2 IN et pour tout x 2 IR

Tn(sin2 x) = cos(2nx) .

14 . Soit n 2 IN. Montrer que Mn = 1 et en déduire l’inégalité

Mn

jTn(�1)j �
2�

3+
p

8
�n .

15 . Expliquer comment construire une suite de nombres rationnels (tn)n2IN
telle qu’il existe une constante K > 0 vérifiant

8n 2 IN : jln 2� tnj �
K�

3+
p

8
�n .


