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DS3. Mardi 16 Décembre 2008
c
 B. Seddoug

Il sera tenu compte, dans l’appréciation des copies, de la précision des
raisonnements ainsi que la clarté de la rédation. Si vous sautez les questions

Cours–TD sans tenter d’y répondre vous seriez sanctionné.
Les calculatrices de toute sorte ne sont pas autorisées.

Cours TD

QUESTION 1 Soient dans IR3 les trois vecteurs: u = (x, 1, 0); v = (0, 0, 1) et
w = (1, y, 1) , x et y étant deux paramètres réels.
Etudier selon x et y la dépendance et l’indépendance de la famille (u, v, w)
et donner dans chaque cas une base du sous espace de IR3 engendré par
fu, v, wg .

QUESTION 2 Soient dans IR4 les vecteurs ~e1(1, 2, 3, 4) et ~e2(1,�2, 3,�4). Peut-
on déterminer x et y pour que (x, 1, y, 1) 2 vectf~e1, ~e2g ? Et pour que
(x, 1, 1, y) 2 vectf~e1, ~e2g ?

QUESTION 3 Justifier l’inversibilité de la matrice

P =

0BB@
1 �1 1 �1
0 1 �2 3
0 0 1 �3
0 0 0 1

1CCA
et calculer son inverse par la méthode de Gauss-Jordan.

QUESTION 4 Discuter le rang de la matrice suivante en fonction des para-
mètres réels x et y :

A =

0BB@
1 2 y
0 x 1
1 0 2
1 2 1

1CCA
QUESTION 5 Résoudre en fonction des paramètres réels a, b et c, le système:8<: 3x + y +2z = a

�x +2y �3z = b
x + z = c

Fin Cours TD

Problème 1

Soit ϕ une application dérivable sur IR+. On considère l’équation différentielle

(E) (1� e�x)y0(x) + y(x) =ϕ(x).

On note G et F les applications de IR�+ dans IR définies par

8x 2 IR�+, G(x) =
Z x

0
et ϕ(t) dt et 8x 2 IR�+, F(x) =

G(x)
ex�1

�

QUESTION 6 Montrer que G et F sont des applications de classe C1 sur IR�+.

QUESTION 7 Résoudre sur IR�+ l’équation différentielle

(E0) (1� e�x)y0(x) + y(x) = 0.

QUESTION 8 Montrer que F vérifie (E) sur IR�+ et exprimer la solution
générale de (E) sur IR�+.

QUESTION 9 Vérifier que F est l’unique solution de (E) sur IR�+ possédant une
limite finie quand x tend vers 0+.

QUESTION 10 On suppose, dans cette question, que l’application ϕ est
décroissante sur IR�+.

(a) Montrer que, pour tout x > 0, on a ϕ(x) � F(x).

(b) En déduire que F est décroissante sur IR�+.

QUESTION 11 On suppose dans cette question que

8x 2 IR+, ϕ(x) = e�x .

Écrire explicitement F(x), dresser son tableau de variations sur IR+ puis con-
struire son graphe dans un repère orthonormé.

1 sur 2



CPGE Oujda. MPSI: 1 DS3. Mardi 16 Décembre 2008
c
 B. Seddoug

Problème 2

On note (L) l’équation différentielle sur IR :

(L) : y00 + q(x)y = 0 où q(x) = 1+
1

1+ x2 + x4 .

QUESTION 12 Montrer que toute solution f de (L) est de classe C1 sur IR.

QUESTION 13 Si f est solution de (L), montrer que la fonction
g : x 7�! f (�x) est aussi solution de (L) .

QUESTION 14 Soit f est solution de (L), on considère les équations différen-
tielles

(F ) : y00 + y = (1� q(x)) f (x) et (F0) : y00 + y = 0.
Donner les solutions réelles de l’équation homogène (F0) puis celles de (F ).

QUESTION 15 (Inégalité de Gronwall) Soient h une fonction de classe C1 et
a continue sur IR telles que

8x 2 IR, h0(x) � a(x)h(x).

Montrer que 8(x, y) 2 IR2, x � y =) h(y) � h(x) exp
�Z y

x
a(t)dt

�
. (On

pourra étudier la fonction x 7�! h(x)exp(
R y

x a(t)dt) pour y fixé).

Dans toute la suite f est une solution de (L) . On pose h = f 2 + ( f 0)2.

QUESTION 16 Montrer que 8x 2 IR, h0(x) � (q(x)� 1)h(x).

QUESTION 17 En déduire que f et f 0 sont bornées sur IR+.

QUESTION 18 Utilisant une fonction auxiliaire, montrer que f et f 0 sont
bornées sur IR�, et donc finalement sur IR.

On suppose dans la suite qu’il existe a 2 IR tel que f (a) = f 0(a) = 0.

QUESTION 19 Montrer que 8x 2 [a,+1[ , h(x) � 0. Puis que f (x) = 0 pour
tout x � a.

QUESTION 20 Soit : � : x 2 IR 7�! f (a � x). Déterminer une fonction r
continue sur IR telle que �00 + r� = 0.

QUESTION 21 En utilisant la fonction K = �2 + (�0)2, conclure que f (x) = 0
pour tout x 2 IR.

Problème 3

Dans tout ce problème, k est un réel donné, on note (Ek) l’équation différenti-
elle :

(Ek) : xy00 + 2y0 + kxy = 0.

On étudie sur IR�+ les solutions de (Ek) telles que lim
x!0+

y(x) = 1.

QUESTION 22 Déterminer k pour que la fonction f (x) =
ex

x
soit solution de

(Ek) sur IR�+.

On choisira, pour les deux questions suivantes, cette valeur de k.

QUESTION 23 Montrer que la fonction g(x) =
e�x

x
vérifie la même équation

différentielle (Ek) sur IR�+.

QUESTION 24 Soit y une solution de (Ek) sur IR�+.

(a) Montrer qu’il existe d’uniques fonctions a, b C1 sur IR�+ telles que�
y(x) = a(x) f (x) + b(x)g(x)
y0(x) = a(x) f 0(x) + b(x)g0(x)

(b) Montrer que pour tout x 2 IR�+ : a0(x) = b0(x) = 0.

(c) En déduire l’ensemble des solutions de (Ek) sur IR�+, et la solution de (Ek)
qui tend vers 1 quand x �! 0+.

Dans la suite on prend k quelconque.

QUESTION 25 Effectuer dans (Ek) le changement de fonction inconnue :

y(x) =
1
x

z(x).

QUESTION 26 En déduire toutes les solutions de (Ek) sur IR�+. (on distinguera
3 cas de figure selon que k = 0, k = a2 > 0, k = �a2 < 0).

QUESTION 27 Montrer que, pour toute valeur de k, il existe une solution ay-
ant pour limite 1 quand x �! 0+.
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