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TD

QUESTION 1 Justifier I'existence et calculer I'intégrale
+0o0 1
= / In(1+ —)dx.
0

QUESTION 2 Calculer le déterminant d’ordre n > 2 suivant:

D, =1
o
1 1 0

Probléme I

Soit f : R — IR continue telle que

Vi) € R Ff) = [ floa
x—y

On suppose que f est non nulle et on consideére un réel a tel que f(a) # 0.

QUESTION 3 Montrer que f(0) = 0.

1)

x+a
QUESTION 4 (a) Vérifier que, pour tout reél x, f(x) = f(la) f(t)dt.
X—a

(b) Montrer alors que f est dérivable et calculer sa dérivée.

(c) En déduire que f est de classe C? sur RR.

QUESTION 5 Montrer que pour tout (x,y) € R? :

F@f(y) =flx+y) = flx—y) et fX)f'(y) = flx+y)+ flx =)

QUESTION 6 On pose A = — j; ((aa)) ; montrer que f est solution de I'équation
différentielle
z” + Az =0. (&x)

QUESTION 7 Dans cette question, on suppose que A > 0 et on pose 1t = v/A.

(a) Résoudre 'équation différentielle (&,).
(b) En déduire que dans ce cas, il existe un réel non nul A tel que

2
f(x) = Asin(ux), x € R. Puis justifier que A = m

QUESTION 8 Dans cette question, on suppose que A < 0 et on pose pt = +/—A.
(a) Montrer que toute solution de l'équation différentielle (£,) est com-
binaison linéaire des deux fonctions:

eHY e KX eH* — e HX

Curxr— 5 et S :x+—— 5

(b) En déduire que dans ce cas, il existe un réel non nul A’ tel que
f(x) = A'Su(x), x e R
(c) Pour tout (x,y) € WR? exprimer C,(x + y) en fonction de
2
Cu(x),Cu(y), Su(x) et Sy (y), puis justifier que A" = o
QUESTION 9 Si A = 0, déterminer f .

QUESTION 10 Vérifier que les fonctions trouvées dans les trois questions
précédentes vérifient bien 1’équation fonctionnelle (1).
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Probléme 11

Dans tout le probleme E désigne 1’espace vectoriel R” (n = 2 ou 3), muni de
sa structure euclidienne usuelle. B désigne la base canonique qui est orthonor-
male.

On notera (u | v) le produit scalaire de deux vecteurs u et v de E.

Préliminaire
QUESTION 11 Rappeler la définition de valeur et vecteur propre d’une

matrice ou d’un endomorphisme.

Si f € L(E), onappelle spectre de f et onnote Sp(f),’ensemble de ses valeurs
propres. Et si A est une valeur propre de f, ker(f — Aldg) est appelé sous
espace propre de f associé a A.

QUESTION 12 Montrer que A est valeur propre de f si et seulement si
det(f — Aldg) =0.

QUESTION 13 Soit f € L(E) dont la matrice M = (a;;) € M;(R) dans la
base B soit symétrique.

(a) Montrer que Vi, j € [1,n] : (f(e;) | ¢j) = aj; .
(b) En déduire que Yu,v € E: (f(u) |v) = (u| f(v)).

Etude d’un exemple

Dans cette partie, on se propose d’étudier la matrice

1 1 1
N ) -

2 Zf 2
1 1

A=| 2v2 1 -2

2\[ 2

1 1 1

2 22 3

on note f 'endomorphisme de R? canoniquement associé a A.

QUESTION 14 Vérifier que 0 est une valeur propre de f et déterminer ker(f).

QUESTION 15 On note F I'orthogonal de ker(f).

(a) Déterminer la dimension de F et en donner une base orthonormée B'.
(b) Montrer que f(F) = F. On note ' la restriction de f a F.
(c) Ecrire la matrice A’ de f’ dans la base 5. Remarquer que A’ est symétrique.

(d) Déterminer le spectre et les sous espaces propre de f’ .

QUESTION 16 Donner alors une base (u1, u, u3) orthonormée de R formée
de vecteurs propres de f .

Dans les deux parties suivantes, on se propose de montrer que toute matrice
symétrique de M, (IR) (n = 2 ou 3) admet une base orthonormée de vecteurs

propres.

Cas de matrices 2x2

Dans cette partie, on suppose 1 = 2 et on considére une matrice
a c
A(C b>€MZ(]R)/

et f € L(IR?), 'endomorphisme canoniquement associé a A.

QUESTION 17 Pour A € IR, calculer det(A — A) et justifier que A admet
aumoins une valeur propre.

QUESTION 18 Dans cette question on suppose que f admet une seule valeur
propre A.

(a) Ecrire la matrice A en fonction de A.

(b) Justifier alors que f admet une base orthonormée de vecteurs propres.

QUESTION 19 Dans cette question on suppose que f admet deux valeurs pro-
pres A et . Soient u et v deux vecteurs propres de f associés respectivement a
Aet .

(a) En utilisant la QUESTION (13.b.), montrer que (u | v) = 0.

(b) Conclure.
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Cas de matrices 3x3

Dans cette partie, on suppose que n = 3 et on considere f € L(E) dont la
matrice A = (a;;) € M3(IR) dans la base B soit symétrique.

QUESTION 20 Expliquer pourquoi f admet aumoins une valeur propre.

QUESTION 21 Soit A € R, une valeur propre de f et F = ker(f — AIdg).

(a) Montrer que F* est stable par f .
(b) Que peut-on dire de f si dim(F) =37

(c) Sidim(F) = 2, montrer que f admet une seconde valeur propre distincte
de A et conclure.

(d) On suppose que dim(F) = 1. On considere une base orthonormée
E = (e1,€2) de FL.

(i) Montrer que la matrice dans £ de la restriction de f a FL est
symétrique.

(ii) Conclure en utilisant le cas de matrices 2x2.

Fin



