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Il sera tenu compte, dans I’appréciation des copies, de la précision des
raisonnements ainsi que la clarté de la rédation.
Les calculatrices de toute sorte ne sont pas autorisées.

Exercice
Dans cet exercice E désigne le IR — espace vectoriel IR4[X| des polyndomes a

coefficients reéls de degrés < 4. On note @1 , @ et @3 les trois formes linéaires
définies sur E par:

VP e E: @1 (P)=P(1), 02 (P)=P (1) et ¢@3(P)=P'(1).
QUESTION 1 Montrer que la famille (@1, @3, 3) est libre.

QUESTION 2 Soit G = ker (¢1) Nker (¢,) Nker (¢3) . Donner la dimension
de G en déterminer une base.

QUESTION 3 On pose K = {P € Ry4[X] | (X?+ 1) divise P} . Monter que K
est un sous espace vectoriel de E et que E = G ® K.
Probléme

Dans tout le probleme E désigne I'espace vectoriel R* muni de sa base cano-
nique B = (e1, €3, ¢3). Soit f I'endomorphisme de E défini par:

fler) =3e1+ex flea) = —2e1 fles) =3e1 +2ex + 2e3
Partie I
QUESTION 4 Montrer que f est bijectif.

QUESTION 5 Pour tout A € R, onnote f) 'endomorphisme f — Aldg . Etudier
selon A € Rlerang de f; .

QUESTION 6 Onpose E; = ker (f — Idg) et E; = ker (f — 2Idg) . Déterminer
une base et la dimension de chacun des sous espaces vectoriels E; et Ej.

QUESTION 7 Estceque E=E{ © Ep?

QUESTION 8 Déterminer le vecteur u; de E; dont la premiére composante
vaut 1 et le vecteur u; de E; dont la deuxiéme composante vaut 1.

QUESTION 9 Soit 3 = (1,1,1). Montrer que C = (u1, up, u3) est base de E.
QUESTION 10 Ecrire les vecteurs e , e; et e3 dans la base C .

QUESTION 11 Ecrire f(u3) dans la base C . Et montrer que pour tout n € IN*
il existe o, € R tel que f"(u3) = anup +2"uz . On donnera «; ainsi qu'une
relation entre o, 1 et ay, .

QUESTION 12 Montrer que Vn € IN* : o, = n2" 1.

QUESTION 13 Donner alors pour tout n € IN¥, les expressions des vecteurs
f"(e1), f"(e2) et f"(e3) danslabase B.

Partie II

Onnote C (f) I'ensemble {g € L(E) | fog=gof}.

QUESTION 14 Montrer que C (f) est un sous-espace vectoriel de £ (E).
QUESTION 15 Montrer que pour tout g € C (f), g(E1) C Ey etg(Ez) C Es.

QUESTION 16 Pour g appartenant £ (E) , montrer que les deux propositions
suivantes sont équivalentes:

@ geC(f).
(b) Il existe des réels a, b, c tels que
Q(uy) =auy g(up) =buy g(us) = cuy + bug
QUESTION 17 Soit donc g € C (f) et des réels a, b, ¢ vérifiant la condition (b)
ci-dessus. Donner les expressions des vecteurs g(e1) , g(e2) et g(e3) dans la

base B en fonction de 4, b et c.

QUESTION 18 Déterminer alors une base de C (f) ainsi que sa dimension.



