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1l sera tenu compte, dans I’appréciation des copies, de la précision des
raisonnements ainsi que la clarté de la rédation. 5i vous sautez la question de
cours sans tenter d’y répondre vous seriez sanctionné.

Les calculatrices de toute sorte ne sont pas autorisées.

Questions de cours TD

Exercice 1

Soit (G, .) un groupe, on appelle centre de G 1’ensemble
Z(G)={xeG|VyeG:xy=yx}
QUESTION 1 Montrer que Z(G) est un sous groupe de G .

QUESTION 2 Quedirede Z(G) si G estabélien ?

QUESTION 3 Dans cette question, G est supposé engendré par deux de ses
éléments: aetbh.

(a) Rappeler la forme des éléments de G .

(b) On note H le sous groupe de G engendré par a et K celui engendré par b .
Montrer que HNK C Z(G) .

QUESTION 4 Pour touta € G,onnotei, : G — G, x — axa L.

(a) Montrer que i, est un automorphisme de groupes.

(b) Montrer que ¢ : G — Aut(G),a — i, est un morphisme de groupes
et déterminer son noyau. Aut(G) désigne le groupe des automorphismes
deG.

QUESTION 5 Dans cette question, on consideére un anneau (A, 4, x) . On ap-
pelle le centre de A I'ensemble:

C={xeA|VyeA:xy=yx}.

Montrer C est un sous anneau de A .

Exercice 2
Sur A = R? muni de 'addition usuelle, i.e :

V(x1,%2), (y1,¥2) € R?: (x1,%2) + (y1,42) = (%1 + Y1, %2 + ¥2) ,
on définit la loi * par

V(x1,%2), (y1,42) € R? = (x1,%2) * (1, 2) = (x1y1, X192 + x21) -
QUESTION 6 Montrer que (A, +, *) est un anneau commutatif.

QUESTION 7 Chercher les diviseurs de 0 de I’anneau A .

QUESTION 8 On considere l'application

¢:C'(R,LR) — A
f o (f(0),f(0)).

(a) Montrer que ¢ est un homomorphisme d’anneaux.
(b) @ est-il surjectif ?

(c) Soit f € C!'(R,R). Montrer que f s’écrit de maniére unique comme
somme d'une fonction g € ker(¢) et d’une fonction affine .

Probleme
Les trois parties du probléme sont indépendantes.
Soit t € R. On définit dans tout le probleme la suite (x,),>1 par :

x1 =1t
Xpy1 = (xy —1)% pour n > 1.

On notera tg le nombre

3++5
2

, il vaut 0,38 4 1072 pres et t1 le nombre

N

Jilvaut2.62a 1072
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Partie I
Dans cette partie on suppose que t € |t;, +00].

QUESTION 9 Montrer que la suite (xn),121 est strictement croissante a valeur
dans |t1, +o0].

QUESTION 10 En déduire la limite de la suite (x,),, .

QUESTION 11 Dans cette question, on définit la suite (z,),~ par:

1

VneIN*:z, = 271n(x")
* 1 1
(a) Montrer que pour toutn € N* : z,, 11 —z, = o In(1— x—) .
n

(b) En déduire que la suite (z,),- est convergente. On notera « sa limite.
1
(c) Montrer que z, = ax+o0 o) -

(d) En déduire un équivalent simple de x, lorsque # tend vers l'infini.

Partie 11

Dans cette partie on suppose que t € [0,1]. Il est facile de voir que, pour tout
€ [0,1], la suite (x),>1 esta valeur dans [0, 1].
La suite (1, ),>1 désignera sa moyenne de Césaro définie par:

12
VnEN*:yn:x1+x2+ +x”:fok.
n n&

Il est connu et on I'admet, que si la suite (x,),>1 converge vers une limite, la suite
(Yn)n>1 converge vers la méme limite.

QUESTION 12 On suppose que (x,),>1 est convergente, donner sa limite /.

QUESTION 13 On suppose dans cette question que t # f; , et on se propose
de montrer que la suite (x,),>1 est divergente.

(a) Montrer que pour toutn > 1, x, # to .

(b) On suppose par absurde que (x,),>1 est convergente et donc de limite /.
On considere alors la suite (z;,),>1 définie par:

VnelN*:z,=x,—/¢

z
(i) Calculer alors la limite lim =L
n—+oo Zp

|Zn41]

Zn|

(ii) Remarquer que lim > 1 et prouver que cela implique que

n——+0o00
lim |z,| = +oo.
n—+oo

(c) Conclure.
QUESTION 14 On définit f et g fonctions de [0, 1] dans lui méme par:

f@)=@x-1? et g=fof.

(a) Dessiner le graphe de la fonction ¢ (dans un repére orthonormé unité: 4
c¢m), en précisant les variations, la position du graphe par rapport a la
droite (y = x) ainsi que les points d’intersection avec cette droite.

(b) Pour cette question , on peut se contenter d’une argumentation basée sur le
graphe.
Montrer, en précisant leurs limites selon les valeurs de t € [0,1], que
les suites extraites (x2,)n>1 et (X2,41)n>0 sont convergentes pour tout
te0,1].

(c) En déduire que (y2,,)n>1 €t (Y2n+1)n>0 sont convergentes et identifier leur
limite commune en fonction de ¢.

(d) Conclure que (y5),>1 est convergente pour toute valeur de t € [0,1].

Partie II1

1
Dans cette partie, on considére un réel A € IR* ~\ {k | ke IN*} et on écrit
1
1- 1= On définit la suite (1, ),>1 par:
1

1
=g ¢ V”ZZ:un—<1+<l 1) 1>”n—1
Al n
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Avec ces hypotheses la suite (1,),>1 est bien définie et vérifie u, # 0 pour
tout n € IN*.

2
a a 1
QUESTION 15 Montrer que In |u,| —In|u,_1| = — + 52 +0 (n3> .

QUESTION 16 Que dire de la limite de la suite |u,|sia < 0?

On suppose que a > 0 et on définit la suite (v;),>1 par:
VneIN* v, =1In|uy|+alnn

QUESTION 17 Calculer en fonction de a la limite: lim n(n —1)(v, —v,_1).

n—-+o00

QUESTION 18 En déduire qu’il existe une constante A > 0 tel que

Fin



