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Il sera tenu compte, dans I’appréciation des copies, de la précision des
raisonnements ainsi que la clarté de la rédation.
Les calculatrices non programmables sont autorisées.

Probléme 1

Partie I

Dans cette partie E est le IR — espace vectoriel R?. On définit les applications

E

— E E — E
(xy) — (x+yx+y)

v Py — @rtyx+zy)

1. Montrer que les applications ¢ et f sont linéaires.

2. Déterminer les noyau et image de ¢ : on donnera, si c’est possible une fa-
mille génératrice simple de chacun d’entre eux. @ est-elle injective? surjective?

3. Montrer que, pour tout entier k > 1: pf = 2k1¢.
(Icipf =gogo---0g).
x fois

4. Vérifier que f = @ + Idg . En déduire pour tout n > 1, une expression de
f" en fonction de @ et IdE.

5. Calculer f2 —4f + 31dg .

Partie I1

Dans cette partie E désigne un IR — espace vectoriel non nul de dimension finie
et f € L(E) vérifiant

2 —4f +3Idg = 0 (ici 0 signifie 0 c(g) Vapplication nulle).

6. Montrer que f est bijective et donner f~! en fonction de f et Idg .

On note g et 11 les éléments de £(E) définie par

g:f—3IdE et h:f—IdE

7. Déterminer goh et hog . En déduire que Im(g) C ker(h) et
Im(h) C ker(g).

8. Montrer que Idg peut s’écrire comme combinaison linéaire de g et i. En
déduire que E = Im(g) + Im(h).

9. Onpose G = ker(g) et H = ker(h). Montrer que E = G & H.

On note p la projection sur G parallelement & H, et g la projection sur H par-
allelement a G.

10 . Faire un schéma illustrant cette situation et faisant apparaitre les espaces
G, H, un vecteur ¥ quelconque, p(¥) et q(¥).

11. Montrer que pog=gop = 0.

12. Montrer que f = 3p + q. En déduire I'expression de f", pour n € IN¥, en
fonction de p et g.

13. Vérifier que p et g sont des combinaisons linéaires de f et de Idf.

Partie I11

On reprend les hypothese de la Partie I: E = R? et I'application f donnée par

£ E — E
| (xy) — (2x+y,x+2y)

14 . Peut-on appliquer les résultats de la Partie Il a f? Justifier.

15. Montrer qu’il existe deux projecteurs p er g de E, que ’on donnera, et des
constantes réelles a et b vérifiant

VneN*: f" =a"p+b"g.

16 . Trouver a l’aide de la Partie II, 'expression analytique de f". Ce résultat
est-il cohérent avec le résultat de la Partie I?
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Probléme 2

Dans tout le probleme x désigne un nombre réel dans |—1,1].

17. Soit n € IN*. Démontrer 1’égalité:

1 n—1 K ( 1)nxn
= 1 A
1+x kZO( R

18 . En déduire 'égalité

n
n(1
+ x) 121 X / 1 + 7
19. Montrer que lim =0.
—+00 1 —|— t
s . (-t
20. En déduire que la série z Tx” est convergente de somme

In(1+ x).

21. Justifier les égalités

400 (__1\n—1
In(2) = z(” (1)
In(2) - zojnl @

Soit (u#4,),>1 une suite décroissante de nombres réels qui converge vers 0.

1)1171

22. Justifier que la série Z(— uy, est convergente.

On note S sa somme et pour tout n € IN* :

(—1>k711/lk .

M=

Sn:

k=1

23. Démontrer que la suite (Sy;,),>1 est croissante et que la suite (Sp,—1)n>1
est décroissante.

24 . Montrer que S vérifie pour tout n € IN* :
Son <5< Sop-1 -
et en déduire que pour tout n € IN* :
|S - Sn| < Up.
N (_ )nfl

25. Déterminer un entier naturel N tel que Z
n=1

soit une valeur ap-

prochée de In(2) a 1073 prés.

Dans la suite, on se propose de calculer une valeur approchée de In(2) a 103
n

rés en utilisant les sommes partielles —
p p k; 1ok

Pour n € IN*, on pose

L |
z k2 =1In(2 kglﬁ.

26 . Justifier I'inégalité

1
0<R,< o
N/
27. Déterminer un entier naturel N’ tel que z o soit une valeur ap-
n=1

prochée de In(2) a 102 pres.

28. Comparer N’ avec N (de la question (25).
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