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Il sera tenu compte, dans I’appréciation des copies, de la précision des
raisonnements ainsi que la clarté de la rédation.
Les calculatrices non programmables sont autorisées.

Probléme 1

On considere la fonction f : R — IR définie par

) = {el/f sit<0

0 sit>0
1. Démontrer que f est dérivable sur IR, en particulier en t = 0.
2. Calculer f”(x) pour x € R* et étudier l'existence de f”(0).
3. FEtudier la convexité de f sur R.

4. Dresser le tableau de variations et tracer 1'allure de la courbe de f dans
repere orthonormé (unité 2 cm).

5. On veut montrer que pour ¢t < 0, la dérivée n-ieme de f s’écrit

£ty = Polove

ol P, est une foncton polynome.
(a) Trouver P; et Ps.

(b) Trouver une relation de récurrence entre P, 1, P, et P, pour n € IN*.

6. Montrer que f est de classe C* sur IR.

Probléme 2

Soit n un entier naturel. Si # est non nul, on note f, la fonction définie sur R
qui associe a un réel x
sin x X
fulx) = 5o 2

2—cosx n
On note fj la fonction définie sur R qui associe a un réel x

folx) = 3

— COs X

sin x

Généralités sur f,

Soit  un entier naturel fixé.
7. fuest-elle paire ? f est-elle impaire ? On justifiera sa réponse.
8. fy est-elle 27r-périodique ?

9. Montrer qu'il suffit d’étudier f, sur [0, 7r] pour tracer sa courbe sur IR tout
entier. On justifiera sa réponse.

Etude de la fonction f,
10. Etudier la dérivabilité de fy sur R. Déterminer l'expression de sa dérivée.
11. Ftudier le signe de la dérivée de f; sur [0, 7).

12. Déterminer le tableau de variations de [0, 7] et tracer I’allure de la courbe
de fo sur R dans le plan rapporté a un repére orthonormé.

13 . Déterminer les valeurs maximales et minimales atteintes par fy(x) quand
x parcourt R. En déduire la valeur maximale atteinte par |fy(x)| lorsque x
parcourt IR.

Utilisation d"une primitive de fj

14 . Déterminer une primitive de fy sur IR. En déduire

37 sint
i
0 2—cost

Soit I'équation différentielle

sin x
2 — cos xy

(E) v'(x)+

(x) =2sinx

15. Résoudre sur R 1’équation sans second membre (H) associée a (E).

16 . Chercher une solution particuliere de (E) sous la forme x +— acosx + b
avec (a,b) € R?. Résoudre (E) sur IR.

17 . Trouver la fonction h définie sur IR, solution de (E) qui vérifie 1(0) = 1.
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sin x

Etude de la fonction g : x — x(2 — cos x)

18 . Déterminer le domaine de définition de g.

19. Montrer que g admet une limite finie / en 0.
On prolonge g par continuité en posant g(0) = I.

20. Déterminer le développement limité en 0 d’ordre 3 de g ainsi prolongée.

21. Montrer que g est dérivable en 0 et déterminer g’(0).
On admet que g est dérivable sur |0, 71] et que pour tout x de |0, 7], g’ (x) est
strictement négatif.

22. Montrer que g est une bijection entre [0, 7] et un ensemble I a définir. On
notera h sa réciproque.

Etude d’une suite qui annule f,

Soit n un entier naturel non nul.

23. Montrer que si a est un réel strictement positif qui annule f,, alors a ap-
partient a 'intervalle [O, n\/g} .

24. Montrer quil existe un unique réel x, appartenant a [0, 7] tel que

fu(xn) = 0.

25. Montrer que la suite (x,), est convergente et déterminer sa limite.

Probléme 2

Soit f : [0, +00[ — IR une fonction qu’on suppose majorée de classe C2> dans
tout le probleme.

Partie I :

Dans cette partie (I) on suppose f convexe positive.

26 . Montrer que: Vx € [0, o0 : 1flier % =0

27 . En déduire que:
(a) f estdécroissante sur [0, +oo|.

(b) Et que f possede une limite positive en +oo.

28. Montrer que : Vx € [0, +oo[ : f'(x) < 0, et qu'il existe &« < 0 tel que
lim f'(x) =, etquenplus: Vx € [0, +oo[ : f/(x) < a.

X—+00
29. Montrer que: Vx € [0, +oo[: f(x) < f(0) + ax.

30. En déduire que @ = 0.(Indication: Raisonner par 'absurde et utiliser Ques-
tion 27.b.)

Partie II :

On suppose l'existence d'un réel a > 0, tel que:
Vx €0, +oo[: 0 <af(x) < f'(x).
31. Montrer que f est décroissante.

32. Donner lim f’(x).
X—+00

33. Soit B > 0 tel que 1i1‘+n f(x) = B.
X— 00

(a) Montrer que : Vx € [0, +oo[: f/(x) < f'(0) 4+ apx.

(b) En déduire que 3 = 0.(Indication: Raisonner comme en Question 30).

34. Montrer que : Vx € [0, +o00[ : f(x) < f(0)e ¥V,
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