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Cours TD

Exercice 1

QUESTION 1 On note F(X) la fraction:

F(X) =
1

(X� 1)2 (X� 2)3

Donner la décomposition en éléments simples de F et en déduire deux poly-
nômes P et Q tels que:

(X� 1)2 P+ (X� 2)3 Q = 1 avec deg(P) < 3 et deg(Q) < 2 .

Exercice 2

On note f l’application

f : IR2 �! IR3

(x, y) 7�! (x� y, y� 2x, x+ 2y)

QUESTION 2 Montrer que f est linéaire.

QUESTION 3 Montrer que f est injective.

QUESTION 4 Montrer que Im( f ) est un plan dont on donnera une équation.

QUESTION 5 Donner une base de Im( f ) .

Problème 1

On considère les ensembles F et G suivants:

F =
n
(x, y, z) 2 IR3 j x+ y = 0

o
et G =

n
(x, y, z) 2 IR3 j x� y = 0 et z = 0

o
QUESTION 6 Montrer que F et G sont deux sous espaces vectoriels de IR3.

QUESTION 7 Donner une base de F et une base G .

QUESTION 8 Montrer que IR3 = F� G .

QUESTION 9 Soit p la projection sur F parallélement à G . Donner pour tout
u = (x, y, z) 2 IR3 l’expression de p(u) en fonction de x, y et z .

QUESTION 10 Soit q l’endomorphisme de IR3 défini par:

q : IR3 �! IR3

(x, y, z) 7�! (�x� 2y, x+ 2y, z)

Montrer que q est un projecteur.

QUESTION 11 Montrer que Im(q) = F .

QUESTION 12 En déduire que p � q = q et q � p = p .

QUESTION 13 On pose r = p+ q. Est ce que r est un projecteur ?

QUESTION 14 Pour n 2 IN, n > 2, calculer rn en fonction de n et r .
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QUESTION 15 On note IdIR3 l’application identité de IR3 . Montrer que:

(a) Im
�
r� 2IdIR3

�
� ker(r) .

(b) Im (r) � ker
�
r� 2IdIR3

�
.

QUESTION 16 Montrer que IR3 = ker
�
r� 2IdIR3

�
� ker(r) .

Problème 2

Dans tout le problème E désigne le IR� espace vectoriel IR3. On note

e1 = (1, 0, 0) , e2 = (0, 1, 0) et e3 = (0, 0, 1)

et B = (e1, e2, e3) la base canonique de IR3 .
Pour tout α 2 IR on considère l’application linéaire f 2 L(E), définie par:

f (e1) = �2e1 � 2e2
f (e2) = 6e1 + 5e2
f (e3) = 3e1 + 2e2 +αe3

QUESTION 17 Pour tout (x1, x2, x3) 2 IR3, on note

f ((x1, x2, x3)) =
�
x01, x02, x03

�
.

Donner l’expression de
�
x01, x02, x03

�
en fonction de (x1, x2, x3) .

QUESTION 18 Dans cette question on suppose α = 0 .

(a) Déterminer ker( f ) et en donner une base.

(b) Justifier que Im( f ) � vect(e1, e2) .

(c) Calculer f (e1 + e3) et f (�3e1 � e2) puis déduire Im( f ) .

(d) Montrer alors que E = ker( f )� Im( f ) .

QUESTION 19 Dans cette question on suppose α = 1 . On pose

g = ( f � IdE) et h = ( f � 2IdE) .

(a) Montrer que g est un projecteur et que Im(g) = ker(h) .

(b) En déduire que ( f � IdE) ( f � 2IdE) = 0L(E) .

(c) Montrer alors que E = ker ( f � IdE)� ker ( f � 2IdE) .

(d) Montrer que dans ce cas f est bijective et donner f�1 en fonction de f
et IdE .

QUESTION 20 Dans cette question on suppose α = 2 . Déterminer une base
B0 = (u1, u2, u3) de IR3 pour laquelle on a:

f (u1) = u1
f (u2) = 2u2
f (u3) = u2 + 2u3

Dans toute la suite, on suppose α 2 IRr f0; 1; 2g

QUESTION 21 Montrer que f est bijective et déterminer f�1 en calculant
f�1 (e1) , f�1 (e2) et f�1 (e3) .

QUESTION 22 On note P le plan engendré par (e1, e2) . Montrer que

f (P) = P .

QUESTION 23 Déterminer un vecteur v 2 E non nul, tel que f (v) = αv .

QUESTION 24 On note D la droite engendré par le vecteur v. Montrer que

E = D �P .
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