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1l sera tenu compte, dans I’appréciation des copies, de la précision des
raisonnements ainsi que la clarté de la rédation.

Les calculatrices de toute sorte ne sont pas autorisées.

Cours TD

Exercice 1

Soient A et B deux sous groupes d’un groupe (G, .).
QUESTION 1 Montrer que A U B est un sous groupede Gssi A C BouB C A.

QUESTION 2 On note ABl’ensemble {a.b | (a,b) € A x B} C G, montrer que
AB est un sous groupe de G ssi AB = BA.

QUESTION 3 Dans cette question, G est le groupe additif (Z, +), A = 2Z et
B = 3Z. Expliquer pourquoi ici AB est un sous groupe de G est déterminer
n € IN tel que AB = nZ.

Exercice 2

On suppose que (G, .) est un groupe abélien, on note T 1’ensemble de tous les
éléments de G d’ordre fini.

QUESTION 4 Rappeler la définition de 1’ordre d’un élément dans G .

QUESTION 5 Montrer que T est un sous groupe de G.

Exercice 3

Onnote Q(V/2) = {a +bv2/(a,b) € Qz} . Montrer que Q(+/2) est sous corps
de R.

Probléme

Pour tout a # 0, on consideére la suite de nombres réels (i), définie par la
relation de récurrence :

Up =4,
VneN:u, 1 = uy +u’

Préliminaire
QUESTION 6 Etudier les variations de la fonction
frx— x+a2

et tracer son graphe ainsi que la droite (y = x) dans un repere orthonormé
(unité 2 cm).

QUESTION 7 Résoudre I'équation f(x) = x et préciser le points d’intersection
de la courbe de f avec la droite (y = x).

Partie I

Dans cette partie on suppose que a € |—1,0[.
QUESTION 8 Montrer que la suite (1), est croissante.
QUESTION 9 Montrer que Vn € IN:u, €]-1,0].

QUESTION 10 En déduire que (1), est convergente et préciser sa limite.
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QUESTION 11 Dans cette question, on note (v ), la suite définie par :

1
VneN:v, = —.

Un
g -1 s ..
(a) Vérifier que v,41 — vy = 1T et en déduire la valeur de la limite
n

A (Ot = on).

(b) En admettant que lim %% — lim (Vp+1 — v ) déterminer un réel k tel
n—+oo 1 n—-+o0
k

que iy o -

Partie 11

Dans cette partie on suppose que a € |0, +oo].
QUESTION 12 Montrer que la suite (1, ),, est strictement positive et croissante.

QUESTION 13 Montrer alors que lim (u,) = +oo.
n—oo

Dans toute la suite, on définit la suite (vy,), o par:

1
Vne]N:vnzz—nln(un)

1 1
QUESTION 14 Prouver que Vn € IN: 0,41 — v, = il In <l + Mn) .

QUESTION 15 En déduire que la suite (v,), est strictement croissante.

QUESTION 16 En utilisant le fait que la suite (1), est strictement croissante
etla QUESTION 14 , montrer que

1
Vne]N*:O<vn—z)0<1n<1—|—u>
0

QUESTION 17 Conclure que la suite (v;)
limite de (vy),, .

. est convergente. On notera o la

QUESTION 18 Montrer que Vi € IN: u; < e?"

QUESTION 19 En utilisant le fait que la suite (1), est strictement croissante
et la QUESTION 14 , montrer que

1 1
VP EN,Vn € IN:0y4p —0p < 55 In (14 —
2p Up

QUESTION 20 En passant a la limite lorsque n# — +oo dans l'inégalité
précédente montrer que :

VnelN:e? <1+u,

QUESTION 21 En déduire que u,; - e?"
n—oo

QUESTION 22 Onpose: w;, = o2y

(a) Montrer que la suite (w;), est bornée.

n

(b) Montrer que la suite (w,), vérifie la relation:

n

__on
2w, — 1= (wnH +w3,—wn)e o2

1 n
(c) Prouver enfin que lorsque n tend vers l'infini : u, = — 5+ e*? +0(1).

Partie II1

QUESTION 23 Etudierlecas a € |—o0, —1] .

Fin



