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Il sera tenu compte, dans I’appréciation des copies, de la précision des
raisonnements ainsi que la clarté de la rédation.

La deuxieme et la troisieme partie du probléme sont inépendantes et utilisent des
résultats de la premiere partie.

Dans ce probleme, on s’intéresse aux fonctions vérifiant le systeme de conditions
suivantes

VreRy, f(x+1)+f(x) = o(x)
{ Jim f(x) =0 W

ol @ est une fonction décroissante sur R, vérifiant la condition lirﬁ o(x) =0.
X—r+00

Dans la premiére partie, on montre I’existence et 'unicité de f vérifiant le systeme
(1). Dans les deux parties suivantes, on étudie des exemples.

I - Existence et unicité de la solution du systeme (1)

LA- Unicité
Soient f et g deux solutions du systéeme (1).

I.LA.1) Soit x € R.. Montrer que :

VneN, f(x)=g(x)+ (=1)"(f(x+n) - g(x+n))
I.A.2) En déduire, par un passage a la limite, que f = g sur R..
L.B- Existence

LB.1) Soit x € R{. Montrer que la série )’ (=1)k@(x + k) converge.
keN
+00
LB.2) On pose, pour xdans R, f(x) = ) (=) p(x +k).
k=0
a) Vérifier que :

VreRy, f(x+1)+f(x) = o)

b) Montrer que :
Vx Ry, o(x) —@(x+1) < f(x) < o(x)

¢) En déduire que lim f(x) = 0 et conclure.
X—>+00

1sur?2

IT - Premier exemple

On note R[X] l'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels et, pour n dans
N, R, [X] le sous-espace vectoriel de R[X] des polyndmes a coefficients réels de
degré inférieur ou égal a n.

Un polynome sera noté indifféremment P ou P(X).

ILA- Ftude d’une application linéaire
Soit 0 I'application définie sur R[X] par

VP e R[X], 6(P)(X)= %p(x +1) + P(X)

ol e désigne exp(1).

I1.A.1) Montrer que 0 réalise un endomorphisme de R[X].

IL.A.2) Vérifier que 0 conserve le degré, c’est-a-dire, pour tout P dans R[X],
deg(6(P)) = deg(P).
II.A.3) En déduire que 0 est injective.

I1.A.4) Montrer que la restriction de 0 a R,[X] induit un endomorphisme de
R, [X] noté 6,,.

II.A.5) Montrer que 6, est bijectif.

I1.A.6) En déduire que, pour tout Q dans R, [X], il existe un unique polynéme P
dans R, [X] tel que :

LP(X +1)+ P(X) = Q(X)

I1.A.7) Montrer que, si la fonction ¢ est de la forme x — Q(x) exp(—x) ot Q est
dans R[X], la solution du systeme (1) est de la forme x — P(x)exp(—x)
ou P vérifie 6(P) = Q.

I1.A.8) Résoudre (1) avec ¢(x) = (x + 1) exp(—x).
II.B- Exemple
Jusqu’a la fin de cette partie, on s’intéresse a I'unique polyndme P, tel que :
1
EPn(X +1) + Py(X) = X"
c’est-a-dire tel que 0(P,) = X" (oun € N).

II.B.1) Soit n dans N. Montrer que P, = nP, 1 et exprimer Py(,k) en fonction de
P, rpour0 <k <mn.
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I1.B.2) En déduire, en utilisant la formule de Taylor, que :

Pu(X+1) = i (Z) P, +(X)

k=0

I1.B.3) Montrer que :

e o 1 h(n
“eri e+1z<k>P”"(X)

k=1

I1.B.4) Ecrire un algorithme en frangais permettant de calculer P, (x), 1 et x étant
donnés par 'opérateur. Pour cet algorithme, on suppose 1'existence d"une

: , n
fonction binomial telle que binomial (n,k) renvoie la valeur < k) .

IIT - Deuxieme exemple

1
Jusqu’a la fin de ce probléme on prendra ¢(x) = 1 pour toutx € R,.

IIL.A- Ecriture intégrale de la solution
Soit f la fonction définie par

avec la convention 0 = 1.

III.A.1) Calculer f(0).

III.A.2) Montrer que :
1

VXGR_A,_, xr1

fa+) +f(x) =

II1.A.3) Montrer que :
1

x+1

VXGR+/ OSf(X)S

III.A.4) En déduire que la solution du systeme (1) est la fonction f définie par :

1 x
vx € R, f(x):/o - dt

2sur?2

IIL.B- Calcul de quelques valeurs et équivalents

IIL.B.1) Montrer que :

VxeR f(x) EO (-1)f
+ =
= x+k+1
II1.B.2) Montrer que :
+o00 (__1\k+1
Z (=1) =1In2
k=1 k
II1.B.3) Montrer que:
400 (_1)k7n71
vneN, f(n)= ) —
k=n+1

II1.B.4) Soit x dans R et soit N dans N.
a) Montrer que :

S Gt A P

f(x)_k§0x+k+1 Sx+NT2

b) En déduire un algorithme de calcul de f(x) a ¢ prés, x et ¢ étant donnés
par l'opérateur.
ITL.B.5) Montrer, sans dérivation, que la fonction f est décroissante sur R..
IIL.B.6) En déduire que :

Vx €]0, +oo|, 2(x1+1) < f(x) < Zlix

III.B.7) Donner, en le justifiant, un équivalent simple de f(x) au voisinage de
+o00. En déduire un équivalent de

(=DF

+o0
II1.B.8) La série de terme général Z
k=n+1

est-elle convergente ?



