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Il sera tenu compte, dans I’appréciation des copies, de la précision des
raisonnements ainsi que la clarté de la rédation.

Les exercices et problémes suivants sont dans une large mesure
indépendants. Vous pouvez les traiter dans I’ordre qui vous convient. Les
questions de chaque exercice doivent étre traitées dans I’ordre, mais si vous
n’arrivez pas a faire une question vous pouvez admettre son résultat pour
traiter les questions suivantes.

Cours et TD

Exercice 1 (Faites attention aux calculs !)

On considere, dans R® les deux plans P; et P, donnés par les équations
cartésiennes:
Pri2x—y—z=1 et Pr:x+2y—z=2

QUESTION 1 Donner une représentation paramétrique de chacun des deux
plans P; et P,.

QUESTION 2 Donner une représentation paramétrique de leur intersection
D =PNP;

Pour tout m € IR, on considére la droite D,;, de représentation paramétrique

x =143t
Dy:q y=1+mt , tck
z=—3+5t

QUESTION 3 Pour quelle valeur de m, a-t-on Dy, et D paralleles?

QUESTION 4 On suppose que D, et D sont paralleles, donner une équation
cartésienne du plan les contenant.

QUESTION 5 On suppose, dans cette question que m = 2.

(a) Etudier I'intersection D N Ds.

1sur?2

(b) On considere la droite A d’équation paramétrique

x——4—0—§t
3 3
A _ . 1n , teR
¥=717
z=t

(i) Déterminer les points A et B d’intersections respectives de A avec D
et Dz.

(if) Calculer la distance AB puis montrer que

AB=min{MN | M e DetN € D,}. (Un peu difficile)

Exercice 2

Soient a, b deux réels positifs tels que a < b. On pose ug = a, vop = b et pour

toutn € IN :
Upt1 = /UnUn
Uy + vn
Opt1 = Y

QUESTION 6 Montrer que pour toutn € IN : u,; < v,.
QUESTION 7 Montrer que (1), est croissante et que (v;),, est décroissante.

QUESTION 8 Etablir que (uy,), et (v,), convergent vers une méme limite.

Cette limite communne est appelée moyenne arithmético-géométrique de a et
b et est notée u(a,b).

QUESTION 9 Calculer p(a,a) et u(0,a) poura € R .

QUESTION 10 Soit A € Ry, exprimer p(Aa, Ab) en fonction de p(a,b) et A.

Probléme (extrait du CNC 2010, math2 TSI)

Les deux parties du probléeme sont, dans une large mesure, indépendantes.
Seulement des résultats de la partie I peuvent étre utilisés pour éviter de faire
trop de calcul dans la partie II.
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Partie I

Pour tout A € IR, on consideére la matrice

—-A 1 1 01 1 1 00
Ay = 1 2-2 -1 = 12 -1 |]-A{010
-1 1 2-A -1 1 2 0 01

QUESTION 11 Calculer det(A,) et donner les valeurs de det(Ay), det(A1) et
det(Az).

QUESTION 12 Calculer, par la méthode de Gauss-Jordan, la matrice A, 1

QUESTION 13 On suppose, dans cette question, que A = 2.

(a) Calculer le rang de Aj, puis donner la dimension du sous espace vectoriel
F, de R? des solutions du systéeme homogene A, X = 0.

(b) Donner un vecteur colonne e; de F, dont la deuxiéme composante est
égalea 1.

QUESTION 14 On suppose, dans cette question, que A = 1, on pose B =
(A1),

(a) Calculer la matrice B et déterminer son rang, puis donner la dimension
du sous espace vectoriel F; de R? des solutions du systéme homogeéne
BX =0.

1

(b) On pose e3 = -1
0

puis montrer que B = (e1,e2, e3) est une base de IR>.

et e = Ajes. Vérifier que e; et e3 sont dans Fy,

QUESTION 15 On suppose, dans cette question, que A = 0.

(a) Exprimer Ageq, Agey et Ages dans .

On note P la matrice

1 -2 1
P=11 0 -1
1 -2 0

(b) Justifier que P est inversible (vous pouvez utiliser ce qui précéde !).

2sur?2

(c) Calculer P71, puis N = P~ 1AyP.
(d) On note | la matrice ( (1) } ) . Calculer J?, J3 puis J" pour n € IN*.
(e) Calculer N" puis déduire (Ap)" .

Partie I1

Soient (au) e » (Bn)yen €t (¢n),cpy trois suites réelles telles que
(a()/ bO/ CO) = (1/ 0/ 0)

et pour tout entiern € IN :

any1 = by — cn
b1 = ay+2by+cy
Cnp1 = @an— by +2cy
On définit la suite (X;),,.py dans R? par
an
VnelN: X, = b,
Cn

QUESTION 16 Déterminer la matrice M € M3 (RR) telle que
VneN: X,i1 = MX,.

QUESTION 17 Identifier la matrice transposée ‘M.

On considere les deux suites (vy),cp €t (Wn),,cpy définies par
VneWN:v, =a, +b,+c, et w, =a,+ cy.

QUESTION 18 Montrer que les suites (vy,),,cpy et (wn),,cpy SONt géométriques
et donner les expressions de v, et w; en fonction de n.

QUESTION 19 Calculer b, en fonction de n.

QUESTION 20 Déduire alors les expressions de a, et ¢;, en fonction de .



