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Probléme 1

Les deux parties du probleme sont indépendantes.

Partie I

Dans cette partie A désigne la matrice de M3(IR) définie par

-1 1 0
A=\ -1 3 3
2 -1 1

et fl’endomorphisme de R® canoniquement associé a A.
1. Montrer que la matrice A est inversible et calculer A~!.

2. Onnote N la matrice A — I3 et g 'endomorphisme de R® canoniquement
associé a N. Calculer le rang de N et déterminer une base de ker(g).

3. Calculer N2 et N3 puis et montrer que N est semblable a la matrice:

010
7=(o0 o0 1],
0 00
on déterminera une matrice P € GL3(IR) telle que N = PJP~!.

4. Donner I'expression de A~! en fonction de N.

5. Onpose M = N2 — N. Déduire de la question précédente une matrice K
telle que:

M = PKP .
6. Montrer que les matrices M et N sont semblables.

7. Montrer alors que les matrices A et A~! sont semblables.

Partie I1

Dans toute cette partie A désigne la matrice:

3 -1
=5 =)
et f I’endomorphisme de IR? canoniquement associé a A.

8. Calculer A2 et en déduire que: R? = ker(f) @ ker(f — Idp2).

9. Déterminer une matrice P € GL(IR) et une matrice diagonale D €
M;(R) telles que
A=PDP !

On définit I'application @ : My(IR) — M;(R) par:
VM € My(R) : ®(M) = AM — MA.
10. Montrer que @ est un endomorphisme de M;(IR).

11. Calculer ®3 en fonction de ®@.

12. Rappeler la dimension de M>(IR) comme espace vectoriel sur IR et don-
ner sa base canonique.

13. Ecrire la matrice Q de @ dans la base canonique de M;(R).

14 . Calculer le rang de la matrice Q et en déduire dim ker(®) puis une base
de ker(®).

On note E; et E; les sous espaces vectoriels de M;(IR) définis par:

Ey =ker(® — Id k) et Ex =ker(® + Id,r))-

15. En raisolvant deux systémes linéaires déterminer une base de E; et une
base de E,.

16 . Déterminer une base de M;(IR) dans laquelle la matrice de @ est diag-
onale et écrire cette matrice diagonale.
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Probléme 2

Dans tout le probleme n € IN*, ay,ap,..,a5,b,c € IR. On note
Dy, (a1,4a2, ..., an, b, ¢) ou simplement D, le déterminant d’ordre n suivant:

aq b - b
Dy=| ¢
o
c c ap
Partie I
Dans cette partie que a1 =ay = -+ = a, = a.

1. Calculer D1, D5 et Ds.
2. Calculer D, dansle casa = c puis a = b.
3. Calculer D,, danslecasb = c.

4. Dans cette question, on suppose b # cetn > 3.

a. Etablirque D, —(2a—b—c)D,_1+ (a—b)(a—c)D,_» = 0. (On pourra
par exemple opérer avec les deux derniéres colonnes puis faire la méme manipu-
lation sur les lignes).

b. Résoudre I'équation x*> — (2a —b — c¢)x + (a — b)(a — ¢) = 0. Puis déter-
miner 1’'ensemble des suites (uy),>1 vérifiant la relation:

Vn>=3:u,—(2a—b—c)uy,_1+ (a—b)(a—c)u,_p =0.

c. En utilisant les valeurs de Dj et D, donner l'expression de D, en fonction
dea,betc.

Partie I1

Dans cette partie, on désire calculer le déterminant D,, dans le cas général.

5. Dans un premier temps, on suppose que b # ¢ . On pose D, (x), le déter-
minant de la matrice obtenue en ajoutant x a tous les coeffficients de Dj;:

m+x b+x b+ x
c+x :

: b+x
c+x c+x a,+x

a. Montrer qu’il existe a, 3 € IR tels que
Vx € R: Dy(x) = ax + .
On ne demande pas dans cette question de préciser « et j3.

b. Calculer « et 8 en évaluant D, (x) pour des valeurs judicieuses de x.

c. En déduire I'expression de D,, = D, (0).

6. Dans cette question, on suppose que b = c.

a. Pour tout t € IR, on pose
h(t) = Dy (aq,4az, ...,an,b,b+t)
établir que & est une fonction continue sur R.

b. En déduire la valeur de D, .
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