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Devoir libre de Mathématique n’6

Dans tout le probleme n est un entier, n > 2, E un espace vectoriel de dimension n sur IR
et f € L(E), telle que rg(f) =r € IN.

On suppose que ’f;éO et fof=0 ‘

1. Montrer que : 0 < r < n.

2. Montrer que Im(f) C ker(f). En déduire que : 2r < n.

3. Soit F un supplémentaire de ker(f), c’est a dire : E = F @ ker(f).

(a) Quelle est la dimension de F 7

(b) On suppose que 2r <n :
Soit B une base de F et soit B’ la famille des images par f des vecteurs de B.

i. Montrer que la famille 5’ est une famille libre.

ii. Montrer qu'il existe une famille B” de vecteurs de ker(f) telle que la famille
B U B UB” soit une base de E.

iii. Déterminer la matrice de f dans la base précédente.
(c¢) Que deviennent les résultats du 3°b) dans le cas ou 2r = n.

4. Application : On suppose n = 4 et E = IR*, C = (ey, 9, €3, €4) la base canonique de E.
Soit f € L(E), telle que :

fler) = (1,0,1,0) ,
flez) = (0,— 10_1)
fles) = (=1 ,0)
f(eq) (0,1,0 1)

(a) Calculer f o f, et en déduire rg(f).
(b) Déterminer un supplémentaire F de ker(f), et donner une base B de F.

(c) Déterminer une base C' = (e}, €5, 5, €}) de E dans laquelle on a :

feh) = ey,
fley) = e,
fles) = f(e})=0.



