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Les trois parties du probleme sont indépendantes.
Soit t € R. On définit dans tout le probleme la suite (x,),>1 par :

x1 =1t
Xup1 = (xy —1)° pour n > 1.

On notera t; le nombre ,il vaut 0,38 a 1072 pres et t; le nombre

3+45
2

Jilvaut2.62 41072

Partie 1

Dans cette partie on suppose que t € |t1, +00].

1. Montrer que la suite (xy),-; est strictement croissante a valeur dans
]tl , +OO[ .

2. Endéduire la limite de la suite (x;),, .

3. Dans cette question, on définit la suite (z, ), par:

§ 1
VneIN*:z, = 2—nln(xn)

iln(l - i)

a. Montrer que pour toutn € IN* : z, 11 —z, = o .
n

b. En déduire que la suite (z,),- est convergente. On notera « sa limite.

1
c. Montrer que z; = a+o0 <2n> .

d. En déduire un équivalent simple de x, lorsque n tend vers l'infini.

Partie 11

Dans cette partie on suppose que t € [0,1]. Il est facile de voir que, pour tout
€ [0,1], la suite (x,),>1 esta valeur dans [0,1].

La suite (y,),>1 désignera sa moyenne de Césaro définie par:
X1+ x4 4 x 12
1+t 4+x 1 z X
n n&

11 est connu et on 'admet, que si la suite (x,),>1 converge vers une limite, la suite
>
(Yn)n>1 converge vers la méme limite.

VneN*:y, =

4. Onsuppose que (x,),>1 est convergente, donner sa limite /.
5. On suppose dans cette question que ¢t # ty , et on se propose de montrer
que la suite (x,),>1 est divergente.

a. Montrer que pour toutn > 1, x, # tg.

b. On suppose par absurde que (x,),>1 est convergente et donc de limite /.
On considere alors la suite (z,),>1 définie par:

VneIN*:z, =x,—¢

z
(i) Calculer alors la limite lim ol
n—+oo  Zpy

(i) Remarquer que lim |ZZ|1|
lim |z,| = +oo.
n—-+00

> 1 et prouver que cela implique que

c. Conclure.

6. On définit f et g fonctions de [0, 1] dans lui méme par:

flx)=(x-1)? et g=fof.
a. Dessiner le graphe de la fonction g (dans un repere orthonormé unité: 4

cm), en précisant les variations, la position du graphe par rapport a la
droite (y = x) ainsi que les points d’intersection avec cette droite.

b. Pour cette question , on peut se contenter d’une argumentation basée sur le
graphe.
Montrer, en précisant leurs limites selon les valeurs de t € [0,1], que
les suites extraites (x2,)n>1 et (X2,41)n>0 sont convergentes pour tout
te[0,1].

c. En déduire que (y2,,)n>1 et (Y2n+1)n>0 sont convergentes et identifier leur
limite commune en fonction de ¢.

d. Conclure que (y,),>1 est convergente pour toute valeur de t € [0,1].




Partie I11

. N ) 1 .
Dans cette partie, on consideére un réel A € IR* \ {k | k € ]N*} et on écrit

1
1-— 1= On définit la suite (u,),>1 par:

EEE

Avec ces hypotheses la suite (uy),>1 est bien définie et vérifie u, # 0 pour
tout n € IN*.

Uy = et Vm>2:u, =

b
-2

2 1
7. Montrer que In|u,|—In|u,_1| = _% + ;? +0 <713) )

8. Que dire de la limite de la suite |u,|sia < 07?

On suppose que a > 0 et on définit la suite (v,),>1 par:
Vn € N*: v, =In|uy|+alnn

9. Calculer en fonction de 4 la limite: lir+n nn—1)(vy —v,-1).
n—-—+oo

10. En déduire qu’il existe une constante A > 0 tel que




