Lycée Omar Ben Abdelaziz MPSI

Devoir libre de Mathématique n°5

Dans tout le probléme E est un IR espace vectoriel de dimension finie > 1.
Un endomorphisme f de E est dit nilpotent s’il existe p € IN* tel que

fP=fofiof=0
—_—

p fois

Partie I
Dans cette partie E = R3. f: E — E, (21,22, 23) — (0, 21, 72).
1. Justifier que f est linéaire.

2. Déterminer dim(Im(f)) et dim(ker(f)).
3. f est -il nilpotent ?

Partie I1

Dans toute la suite E est un IR espace vectoriel de dimension finie > 1.
Soit f et g des endomorphismes de E.

1. (a) Montrer que si f est nilpotent et que f et g commutent alors f o g est nilpotent.
(b) Justifier que si f o g est nilpotent alors g o f est nilpotent.
(¢) On suppose que f est nilpotent. Montrer que ’endomorphisme (I/dg— f) est inversible.
2. Soit f un endomorphisme nilpotent de E. Justifier I'existence d’un plus petit entier k € IN*, tel
que f* = 0. Celui-ci est appelé indice de nilpotence de ’endomorphisme nilpotent f, on le note

v(f)-
On pose, pour tout p € IN, N, = ker fP. On convient que f0 = Idg.

(a) Déterminer N, (y).
(b) Montrer que pour tout p € IN: N, C Np1.
(c) Montrer que s’il existe p € IN tel que dim N, = dim N4, alors pour tout ¢ € IN, N, = N, 4,.

Partie III
Soit f un endomorphisme nilpotent de E tel que v(f) = dim(E) = n.
On note C(f) 'ensemble des endomorphismes de E commutant avec f.
1. Montrer que C(f)est un sous-espace vectoriel de L(E).
2. Soit g € C(f).
(a) Justifier qu'il existe e € E tel que f* *(e) # 0.
(b) Montrer que la famille de vecteurs B = (e, f(e), ..., f*"1(e)) constitue une base de E.

(¢) On note ag, ay, ..., an—1 les composantes du vecteur g(e) dans la base B.
Exprimer, pour tout k € {0,1,..n — 1},g(f*(e)) comme combinaison linéaire des vecteurs
de B.

(d) En déduire que g = apldg + a1 f + ...an_1f" L.
3. Conclure que C(f) = vect{Idg, f, %, ..., f*'}.

4. Déterminer la dimension de C(f).



